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ETAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATMÉMATIQUK  DE  FRANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1808    ('). 


Membres  honoraires  du  Bureau 


MM.   P.ERTRAND. 
' CREMONA. 
DARBOUX. 

HAÏ  ON  DE  LA  GOUPILLIEKE. 
HERMITE, 
JORDAN. 


Président MM.  LECORiNU. 


Vice-Présidents 


Secrétaires 


Vice-Secrétaires. 


CARVALLO. 
GUYOU. 
D'OCAGNE. 
POINCARÉ. 

j       BLUTEE. 
(       RAEFY. 

{       ROREL. 
DUPORCQ. 


Membres  du  Conseil^3) 


Archiviste RIOCHE. 

Trésorier CLAUDE-LAFONTAIW  E. 

AINDRÉ,  1800. 
APPELL,  1000. 
FOU  H  ET,   1800. 
GOURSAT,  1001. 
HUMRERT,  1001. 
LAISANT,  1001. 
MANNHEIM,  1000. 
KOEN1GS,  1901. 
PICARD,  1900. 
PICQUET,  1000. 
ROUCHÉ,  1800. 
I       VICAIRE,  1899. 

(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(a)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


—  vr  — 

(II! 

l'admission. 

1872.     ACIIARR,   ancien  directeur  de  la   Compagnie  d'assurances   sur   la  vie   la   Foncière, 
rue  de  la  Terrasse,  G  bis,  à  Paris. 

1803.     ADAM  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  docteur  es  sciences  mathématiques, 
avenue  de  Villars,  2,  à  Paris. 

1881.     43HGUES,  proviseur  du  lycée,  à  Toulon  (  Var). 

18%.      AiXDOYER,  maître  de  conférences  et  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  avenue 
d'Orléans,  5,  à  Paris. 

1801.     ANDRADE,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Poullain-Duparc,  7,  à 
Rennes  (  Ille-el- Vilaine). 

1872.  ANDRE  (Désiré),  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Vanquelin,  2H,  à  Paris. 

1800.  ANTOMARI,  docteur  es  sciences  mathématiques,   professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Dau- 

bigny,  11  bis,  à  Paris. 

1370.     APPELIi,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École  Cen- 
trale des  Arts  et  Manufactures,  rue  Le  Verrier,  G,  à  Paris. 

1881.  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  place  Victor-Hugo,  11,  à  Grenoble  (Isère;. 

1882.  AUTONNE,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  rue  Mont-Bernard,  g,  à  Lyon  (Rhône). 
1806.  BAKER,  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Canada). 

1801.  BALITRAND,  capitaine  du  génie,  a  Gabès  (Tunisie). 

1380.     BEGUIN  (  Maurice),  ancien   élève   de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bourgogne,  £0,  à 
Paris. 

1875.     BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  BERTRAND  (Joseph),   secrétaire  perpétuel  de   l'Académie  des  Sciences,  membre    de 

l'Académie  française,  rue   de  Tournon,  4,  à  Paris. 

1805.     BEliDON,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  rue  d'Isly,  47»  ^l  Alger  (Algérie). 

1872.     BIENAYlME  (Arthur),  inspecteur  général  du  génie  maritime  en  retraite,  rue  Revel,  i4, 
à  Toulon   (  Var). 

1888.     BIOEIIE,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Varvin,  5,  à  Paris. 

1875.     BISLIIOFFSIIEIM,  membre  de  l'Institut,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris. 

1801.  BLITEL,    docteur    es    sciences   mathématiques,   professeur   au    lycée    Saint-Louis,  rue 

Claude-Bernard,  65,  à  Paris. 

1802.  BONAPARTE  (prince  Roland),  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris. 

1805.  B0REL  (Emile),  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  Toullier,  7. 

à  Paris. 

1806.  BOULANGER,  professeur  à  l'Institut  industriel,  rue  Caumartin,  80,  à  Lille  (Nord). 

1806.     B0URGET  (Henry),  maitre  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Jacques, 
20,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1806.  BOL'RLET,  professeur  à  l'École  des  Beaux-Arts  et  au  lycée  Henri  IV,  avenue  de  l'Ob- 

servatoire, 22,  à  Paris. 

1886.     RRAULT  DE  B01RN0NVILLE,  boulevard  de  Talence,  i5g,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1807.  BRICARD,  ingénieur  des    manufactures  de  l'État,  répétiteur  à  l'École    Polytechnique, 

rue  des  Martyrs,  7  ».  à  Paris. 

1873.     BROCARD,  chef  de    bataillon     du  génie    en    retraite,    Ville-Haute,    70,    à    Bar-le-Duc 
(Meuse). 

1886.     BRINEL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1803.  BL'RKHARDT,  professeur  à  l'Université,  Zurichbcrgstrasse.  i5.  à  Zurich  (Suisse). 

1S07.     C.VBREIRA,   membre  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  rua  da  Alegria.  36.  à  Lisbonne 

(Portugal  ). 

1804.  EAIIEN,  professeur  au  lycée  Côndoroet,  rue  des  Vignes,  î<).  h  Pari-. 
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1893.     CALDARRRA,  professeur  a  il  nlversité,  palazio  Giempaolo,  via  délia  Liberté,  il  l'a  ter  rue 
(Italie). 

1888.     CàNBT  (Gustave),  ingénieur  civil,  directeur  de   l'artillerie   de   MM.  Schneider  et  I 
boulevard  Malesherbes,  i,  ;i  Paris. 

1885.     GARON,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernajd,  8a,  ii  Paris. 

1892.     CARONNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Barye,  io,  à  Paris. 

1896.     CVIMW,  maître   de  conférences   a  la   Faculté  des  Sciences,  rue  Suchet,  38,  à  Lyon 
(Rhône | 

1887.     CARVALLO,  répétiteur  et  examinateur   d'admission  à  l'École  Polytechnique,   rue  de 

Courty,  i ,  à  Paris. 

1887.     CASPARY,  professeur  à  l'École  (l'Architecture,  Genthinerstrâsse,  !\>-,  à  Berlin   (Alle- 
magne ). 

1890.     CEDERCREliTZ  (baronne  Nanny,   née    de   Lagerborg),  Georgsgatan,  22,  à   Helsingfors 

(  Finlande  ). 

1892.  CELLÉRIER  (Gustave),  quai  des  Eaux-Vives,  34,  à  Genève  (Suisse). 
1896.     CELS,  professeur  au  lycée  Lakanal,  avenue  d'Orléans,  12,  à  Paris. 

1887.  CERRUTI,  professeur  à  l'Université,  rue  d'Azeglio,  16,  à  Rome  (Italie). 

1888.  CIIAILAN  (Edouard),  rue Berthollet,  16,  à  Paris. 

1893.  CHARMAT,  ingénieur  des  arts  et  manufactures,  rue  de  Paradis, /(6,  h  Paris. 

1896.     CHAUVE,  professeur   à    la    Faculté  des  Sciences,   cours  Picrre-Pnget,  60,  à    Marseille 
(  Bouches-du-Hhône  ). 

1881.  CHEMIN,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  avenue  Montaigne,  33,  à  Paris. 

1884.  CHRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1875.  CLAUDE-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  Trévise,  32,  à  Paris. 

1 872 .  COIiMGiVOX,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Seine,  6,  à  Paris. 

1890.  C0L0Ï,  villa  Sully,  à  Arcachon  (Gironde). 

1896.     C03SERAT    (E.),    professeur   à  la  Faculté    des   Sciences,  rue  de  Metz,   1,  à  Toulouse 
(  Haute-Garonne). 

1896.     COSSERAT  (F.),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  d'Alsace,  23,  à  Paris. 

1896.  C01IRTIX,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  des  Bernardins,  48,  à  Paris. 

1884.  CRAIG  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amé- 

rique). 

1877.     CREMOXA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Borne 
(Italie). 

1872.     DARKOIX,  membre  de  l'Institut,   doyen  de  la   Faculté  des    Sciences,  rue  Gay-Lussac, 
36,  à  Paris. 

1885.  DAUTHEVILLE,  professeur  à  la  Faculté  desScienccs,  à  Montpellier  (Hérault). 

1881.  DEFFORGES,  lieutenant-colonel  d'infanterie,  en  mission  à  Constantinople  (Turquie). 

1882.  REL4XX0Y,  sous-intendant  militaire  en  retraite,  àGuéret  (Creuse). 

1895.  RELAIXAY  (TV.),  professeur  à  l'Institut  agronomique,  à  \ovo-Alcxandria  (Russie). 

1885.     DEHARTRKS,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1892.     DE.M01  UN  (  Alph.),  docteur  en  sciences  mathématiques  et  physiques,  répétiteur  à  l'Uni- 
versité, rue  du  Soleil,  il,  à  Gand  (Belgique). 

1897.  DEMS  (Henry),  élève  libre  à  l'Ecole  d'application  du  Génie  maritime,  rue  de  Fleu- 

rus,  20,  à  Paris. 

1896.  DEWERY,  rue  Jouffroy,  o3,  à  Paris. 
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1883.     DERUYTS,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège 
(Belgique). 

1891.     DESAINT,  docteur    es   sciences    mathématiques,    boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,  4 7 ;   ■ 
Paris. 

189G.     DUMAS  (  Gustave),    assistant  à  l'École   Polytechnique    fédérale,    Freigutstrasse,  20,    à 
Zurich  (Suisse). 

1897.     DIMONT,  professeur  au  lycée,  rue  Royale,  10,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 

188G.     DUXCAX,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 

1895.     DIPORCQ  (Ernest  ),  ingénieur  des  télégraphes,  rue  de  la  Source,  3i,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

1890.  DUPORT  (Henry),   professeur   à    la    Faculté  des  Sciences,  rue  Colonel-de-Grancey,  1, 

à  Dijon   (Côte-d'Or). 

1897.     DURAX-LORIGA,  commandant  d'artillerie,  à  la  Corogne  (Espagne). 

1872.     DURRANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1885.     DYCK  (Walther),  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

189G.     EUVERTE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  ancien   capitaine  d'artillerie,  rue  de 
Seine,  fi,  à  Paris. 

1888.     EARRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  FAIQIEMBERGIE,  professeur  au  lycée,  à  Monl-de-Marsan  (Landes). 

189e?.     FEIIR  (Henri),  privat-docent  à  l'Université,  rue  Gevrey,    i5,  à  Genève  (Suisse). 

1885.     KIEIiDS   (John),  professeur  de    mathématiques,     Niornbergerstrasse,     18.    à    Berlin 
(Allemagne  ). 

1893.      FLEIRY,  ancien  chef  d'institution,  rue  de  la  Santé,  46»  à  Paris. 

1881.     FLOQUET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

1872.     FliYE  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Maine). 

189fi.     FONTANEAU,  ancien  officier  de  marine,  cours  Bugeaud,  8,  à  Limoges  (Haute-Vienne). 

1897.     FOXTENÉ,  professeur  au  collège  Rollin,  boulevard  Karbès,  21  bis,  à  Paris. 

1895.     FOXTES,  ingénieur  en  chef  des  ponts   et  chaussées,  rue   Romiguières,  3,    à  Toulouse 
(Haute-Garonne  ). 

1891.  FOXTYIOLAXT  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  d'Erlanger,  29,  Paris-Auteuil . 

1889.  FOTCIIE,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soufllot,  5,  à  Paris. 

1872.     FOURET,  examinateur   d'admission  à   l'École  Polytechnique,   rue  Washington,  ifi,  a 
Paris. 

1892.  FROLOY  (le  général),  quai  des  Eaux-Vives,  3fi,  à  Genève  (Suisse). 

1872.     CARIEli,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris. 

1872.     GAUTIIlER-YILliARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris. 

189G.     GAlTRIER-YHiLARS  (Albert),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des 
Grands-Augustins,  55,  à  Paris. 

1890.  GEBR1A,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Païenne  (Italie). 

1872.     GENTY  (E.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Vaugirard,  207, à  Paris. 
1890.     GENTY  (Max),  lieutenant  de  vaisseau,  villa  Ernériau,  à  Toulon  (Var). 
1890.     GERBAUU,  professeur  à  l'Université,  via  Daita,  11.  à  Païenne  (Italie). 

1897.     GERRANS,  professeur  à  VVoiTester  Collège.  Saint-John  Street.  20,  à  Oxford  (Grande- 
Bretagne). 
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1896.     GIBARDVILLB]  capitaine  d'artillerie,  avenue  Marigny,  1 33,  à  Rfontreuil-soua-Bois  (  Seine). 

1881.     60DRSAT,  professeur  a  la   Faculté  des  Sciences,    répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique, 
boulevard  Arago,  lia,  a  Paris. 

1896.     6RKRNHILL,  professeur  a  l'École  d'artillerie,  a  Woolwich  (Grande  Bretagne). 

1890.     GREVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Germain,  i3,  a  Paris. 

1890.  GRIKSS,  professeur  au   lycée  Cbarlemagne,    rue  Monge,   l8j   a   l'aiis. 

1880.  60CCIA  I  lean  ),  professeur  à  l'Université,  via  Rjiggiaro  Settimo,  28,  a  Palerme  (Italie). 

1891.  GU1MARAES,  officier  «lu  génie,  a  l'Académie  des  Sciences,  rue  Arco  de  .lesus.  a  Lis- 

bonne (  Portugal). 

1881 .  Gl'NTHER  (l)r  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  [Munich  (Bavière). 
1885.  GIJYOTJ,  membre  de  l'Institut,  capitaine  de  frégate,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 
187.5.     IIAA6,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  11  bis,  à  Paris. 

1882 .  IIARICII,  directeur  de  l'Ecole  des  mines,  k  Lima  (Pérou). 

1890.  RARAMARD,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  professeur  suppléant  au 

Collège  de  France,  rue  Du  Sominerard,  2.5,  à   Paris. 

1891.  IIALSTEI),  professeur  à  l'Université  du  Texas,  Guadalupe Street,  2407,  a  Austin  (Texas). 

1872.     RATON  DE  LA  GOUPIMjIÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur de  l'École  des  mines,  boulevard  Saint-Michel,  60,  à  Paris. 

1872.  HENRY,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  boulevard  St-Germain,  22,  à  Paris. 

1892.  HEIOIANN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris. 

1873.  IIERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  honoraire   à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris. 

1893.  III01X,  professeur  en  retraite,  rue  des  Fossés  Saint-Jacques,   16,  a  Paris. 

1879.  IIOIiST(Elling),  professeur  à  l'École  Pol  y  technique,  Pilestrade,4  9,  à  Christiania  (Norvège). 

1895.  IIOTT  (Stanislas),  professeur  à  l'École  Sle-Geneviève,  rue  Vauquelin,  3o,  à  Paris. 

1872.  IIOIBIGANT,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1880.  HUMBERT,  ingénieur    des    mines,    professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Daubigny, 

10,  à  Paris. 

1881.  1MBER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue  Montgolfier,  1,  à  Paris. 
1887.     ISSALY  (l'abbé),  rue  Margaux,  1O,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1896.  JACQLET,  professeur  de  mathématiques,    rue  des  Capucins,  21  bis,  à  Chartres  (Eure- 

et-Loir  ). 

1873.  JANIN,  chef  d'escadron  au  i5e  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1872.     JAVARY,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École 
Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Lemoine,  1,  à  Paris. 

1872.     JORDAN,   membre   de   l'Institut,   professeur  à  l'École  Polytechnique,  et  au  Collège  de 
France,  rue  de  Varenne,  4^,  à  Paris. 

1872.     J01FFRET,  lieutenant-colonel  d'artillerie,  rue  Carnot,  24,  à  Fontainebleau  (Seine-et- 
Marne). 

1875.     JUNG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Borgonuovo,  9,  à  Milan  (Italie). 

1890.     K0BB  (Gustaf),  maître  de  conférences  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1892.     K0CII  (H.  von),  maître  de  conférences  à  l'Université,  Engelbrektsgatan,  43  H,  à  Stock- 
holm (Suède). 

1880.  KŒNIGS,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,    rue  Le  Bouvier,  6,  à  Bourg- 

la-Rcine  (Seine). 

1897.  LACAL'OIIIE.  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, boulevard  Magenta,  i5/|,  à  Paris. 

1881.  LAC0R, professeur  de  mathématiques,  boulevard  du  Mont- Parnasse, 96,  à  Paris. 


Date 

<lc 
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1873.     MISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Victor-Hugo, 
162,  à  Paris. 

1893.     LANCELLY,  boulevard  Arago,  97,  à  Paris. 

1890.      LAROSE,  ingénieur  des  télégraphes,  Usine  des  câbles  sous-marins,  à  La  Seyne  (  Vai). 

1896.     LAUGEL,  ancien  attaché  d'ambassade,  villa  des  Bruyères,  au  Colfe  Juan  (Alpes-Mari- 
times). 

1873.  LAUTII,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1896.  LEAU,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Michelet,  5,  à  Paris. 

1880.  LEAUTE,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles,   18,  à  Paris. 

1890.  LEREL,  professeur  au  lycée,  avenue  de  la  Gare,  57,  à  Brest  (Finistère). 

1893.     LECORNU,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rueGay 
Lussac,  3,  à  Paris. 

1895.     LEMERAY,  ingénieur  civil   des  constructions  navales,  villa  des  Troènes,  à   la   Seync- 
Bur-Mer,  par  Toulon  (Var). 

1872.     LEMOINE  (  Emile  ),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  IWIGE,  professeur  à  l'Université,  à  l'observatoire  de  Coin  te,  à  Liège  (Belgique). 

1895.  LE  ROUX,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg  de  Cour- 

reau,   36,  à  Montpellier  (Hérault). 

1891.  LERY,  agent  voyer  d'arrondissement,  à  Pontoise  (  Seine-el-Oise). 

1872.     LESIMAULT,  doyen  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  à  Nérac  (Lot-et- 
Garonne). 

1896.  LE  VAYASSEUR,  professeur  au  lycée,  place  de  la  Trinité,  7,  à  Toulouse  (Hte-Garonne). 

1882.     LEVY  (Lucien),   répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'École    Polytechnique,  rue 
du  Regard,  12,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),    membre  de  l'Institut,  inspecteur   général    des  ponts   et   chaussées, 

professeur  au  Collège  de   France,  avenue  du  Trocadéro,    10,  à  Paris. 

1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  L1GUI\E,  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 

1877.     L1NDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Georgenstrasse,  4o,  à  Munich  (Bavière). 

1880.  LIOLVILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 

6  bis,  à  Paris. 

1880.     L0RL\,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186,  à 
Paris. 

1888.     LUCAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Freycinet,  26,  à  Paris. 

1886.     LYON,  docteur  es  sciences    mathématiques,  chemin   de    la    Roseraie,    26,    à   Genève 

(Suisse). 

1882.     M  ACE  DE  LEPINAY,    professeur  de  mathématiques  spéciales  au    lycée    Henri    IV,    rue 
Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1895.     MAILLET,  docteur    es    sciences,    ingénieur   des    pouls    et    chaussées,    rue   Fély,  5,    à 
Chelles  (Seine-et-Marne). 

1875.     MALL0IZEL,  professeur  de  mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  7,  à  Paris. 

1892.  MAYGE0T,    docteur   es   sciences  mathématiques,  quai   des  Comtes  de  Champagne,  29, 

à  Troyes  (Aube). 

1872.     MAiVMIEIM,  colonel  d'artillerie  en  retraite,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de 
la  Pompe,   1  1,  à  Paris. 

1384.     MARTIN  (  Artemas).   Columbia  slrcet.   i53:',,  N.  W.    a   Washington    l).   C.    (Étals-Unis 
d'Amérique). 
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1880.    MARTIN  (Emile),  an  cl  eD  élève  de  l'École  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 
square  du  Groisic,   i  (boulevard  «lu  Mont-Parnasse),  à  l*;» i  i s . 

1894.     HADPIN,  surveillant  général  au  lycée,  h  Nantes  (Loire-Inférieure). 

1897.     MBflMKE,    professeur   a   l'École    Polytechnique  supérieure,   I  m  menho  (entrasse,  /,,  à 
st  uttgard  (  v\  m rtemberg  ). 

188!).     MINDIZABAL  TAMBOREL  (DE),  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  calle  de 

Jésus,  i .!.  a  Mexico    Mexique). 

1884.  1ERCEREA0,  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Université,  ip,3,  a  Paris. 

1893.     MIEIIEL  (François),  sous-inspecteur  du  mouvement  aux  chemins  «le  fer  du  Nord,  rue 
Perdonnet,  8,  à  Paris. 

1873.     MITTAG-I.EFFLEH,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1897.     MONTCHE01L  (l'abbe  de),  professeur  au  collège  Saint-Joseph,  à  Sa  ri  a  t  (Dordogne). 

1872.  MOUTARD,  inspecteur  général  des  mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

boulevard  Arago,   ii'j,  a  Purin. 

1888.     Ml'KIIOPARIIYAY  (Asutosh),  professeur  de  mathématiques,  Russa  Road,  77,  North  Rho- 

wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 

1885.  NEUBERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  a  Liège  (Belgique). 

1897.      NICOLMER,  licencié  es  sciences  mathématiques,  villa  Ouchy,  à  Lausanne  (Suisse). 

1882.     OCAGNE  (M.n'),    ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à   l'École  des  Ponts 
et  Chaussées,  répétiteur  à    l'École  Polytechnique,  rue  La  Boétic,  3o,  à  Paris. 

1873.  0VIDI0  (Enrico  d*),  professeur  à  l'Université,  Corso-Oporto,  3o,  à  Turin  (Italie). 
1893.      PAIXLEVÉ,    maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  répétiteur   à    l'École 

Polytechnique,  rue  de  Rennes,  99,  à  Paris. 
1888.     PAPELIER  (Georges),  professeur   de   mathématiques    spéciales    au   lycée,  rue  de   Re- 

couvrance,  20,  à  Orléans  (  Loiret). 
188 1 .     PARAF,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
1872.     PARMEXTIER,  général  du  génie  en  retraite,  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAX,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1881.  PELI.ET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Ballaiuvilliers,  7,  à  Clermont-Ferrand 

(Puy-de-Dôme). 

1883.  PELLETREAU,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

1874.  PERCIN,  colonel  commandant  le  27e  régiment  d'artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts). 

1873.  PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Joinville,  26,  au  Mans  (Sarthe). 
1892.  PERRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  La  mandé,  7,  à  Paris. 

1896.     PETROVITCII,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,   >\,  à  Belgrade  (Serbie). 

1887.     PEZZO  (djbl),  professeur  à  l'Université,  via  Gennaro  Serra,  ~3,  à  Naples  (Italie). 

1879.     PICARD  (Emile),   membre   de  l'Institut,  professeur  à   la   Faculté    des  Sciences  et  à 
l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Soufllot,   i3,   à  Paris. 

1872.     PICQl'ET,  chef  de  bataillon    du  génie,   examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  de  Condé,  24,  à  Paris. 
1896.     PIÉROX,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris. 

1882.     POIXCARÉ,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en   chef  des  mines,  professeur  à  la  Fa 
culte  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 

1882.     P0K0RN Y  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême 

1872.     P0L1GNAC  (prince  C.  de),  villa  Jessie,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes). 
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1890.    PHUVOST,   inspecteur   général    de   l'Instruction  publique,  1 1,  rue  de  la  Tour,   Paris- 
Passy. 

1872.     PITZ,  général  d'artillerie  en  retraite,  rue  Saint-Merry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et- 
Marne). 

1896.  QUIQUET,  actuaire  de  la  Compagnie  la  Nationale,  rue  de  (irammont,  i3,  à  Paris. 

1872.     RADAU,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

1883.     RAFFY,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  maître  de  conférences  à   l'École 
Normale  supérieure,  rue  Nicole,  7,  à  Paris. 

1893.     RIVEREAU  (l'abbé),  professeur  à  l'Institut  catholique,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1872.     ROUART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris. 

1872.     ROUCIIE  (Eugène),  membre  de  l'Institut,    professeur  au    Conservatoire    des    arts    et 

métiers,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain, 

ai 3,  à  Paris. 

189G.     ROUGIER,  docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  à  Toulon  (  Var). 

1885.     ROliQUET,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de  l'École-d'Artille- 
rie,  2,  à  Toulouse    (Haute-Garonne). 

1881.     SAINT-PAUL  (Ducupde),  lieutenant-colonel  d'artillerie  en   retraite,  rue  Saint-Sauveur, 
i3,  à  Perpignan  (Pyrénées-Orientales). 

189(5.     SWCIIEZ,  directeur  de  l'observatoire,  à  San  Salvador  (République  de   San  Salvador). 

1889.     SARAZ,  professeur  de  mathématiques,  rue  Saint-Jacques,  220,  à  Paris. 

1872.     SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  a  Saint-IMandé  (Seine). 

1872,  SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  chef  de  l'exploitation  à  la  Com- 

pagnie du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

1885.     SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (  liouches-du-Rhône  ). 

1881.     SUIILEGEU  (Dr  Victor),  professeur  à  l'École  technique,  Volmestrasse,  62, à  Hagen  (Alle- 
magne). 

1897.  SCHOU  (Erik),  élève  étranger  à  l'École  Normale  supérieure,   rue  d'Ulni,  45,  à  Paris. 

1881 .  SCHOUTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 
189G.     SEGUIER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  de  Sèvres,  35,  à  Paris. 

1882.  SÉLIVANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  1 16,  log.  »6,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie). 

1881.  STARKOFF   (Alexis),  professeur  à  l'École  de  commerce,  Deribasowskaju,  6,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.     STEPHANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (  Grèce). 

1873.  STUDNICKA,  professeur  à  l' Université,. à  Prague  (Bohème). 

1872.     SYUOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège). 

189G.     TANNENRERG  (W.  de),  chargé   de   cours   à    la    Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gi- 
ronde). 

1872.  TANNERY(  Paul),  directeur  des  manufactures  de  l'État,  h  Pantin  (Seine). 

1875.  TANNERY  (Jules),  sous-directeur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'UIm,45,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  inspecteur  des  Contributions  diverses,  à  Boufarik  (  AlgéWe). 
1897.  TARRY   (Harold),  inspecteur  des  finances  en  retraite,  rue  Descartes,  21,  a  Paris. 

1872.  TERRIER,  professeur  au  collège  Chaptal,  rue  Larribe,  3,  à  Paris. 

1873.  TISSOT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (Isère). 
1896.     TISSOT,  enseigne  de  vaisseau,  professeur  au  Borda,  à  Brest  (Finistère). 

189G.     TORRES,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées.  Valgame  Dios.  3.  à  Madrid  (Espagne). 


/  > 
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IH'.KL     TOI (ÎIIK    lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  I  mllault,  a3,  h  Paris. 

187?.     THKsc.A,   ingénieur   en   chef  de»   ponts  <•(  chaussées,  boulevard   inkermann, 
Neuilly-sur-Seine  (  Seine). 

1896.     TRESSE,  docteur  es  sciences,   professeur  au   collège  Stanislas,  boulevard    du    Mont- 
Parnasse,   i'i'|,  a   Paris. 

1893.     VALLEE-POUSSIN  (Ch.-J.  di  la),  professeur  a  l'Université,  rue  de  Namur,  igo,  ô  Lou- 
vain  (  Belgique  . 

1880.      VANKGEK(J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1890.     VASCUY,  répétiteur   et   examinateur   d'admission  à   l'École   Polytechnique,    avenue 

Bosquet,  68,  a  Paris. 

1876.  VICAIRE,  inspecteur  général  des  mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

I8(.)7.  VITALIS,  docteur  de  l'Université,  rue  Polyclète,  5,  à  Athènes  (Grèce). 

ISSS.  YITO    VOLTERBA,  via  S.  Quintino,  $5,  à  Turin  (Italie). 

ÎS'.KJ.  WAGXER,  professeur  à  l'École  J.-B.  Say,  boulevard  Flandrin,  70,  à  Paris. 

1880.  WAliCKEXAKK,  ingénieur  des  mines,  boulevard  Saint-Germain,  218,  à  Paris. 

1879.     WtëlMi,  professeur  au  collège  Chaptal,  19,  rue  Thiers,  au  Vésinet  (Seine-et-Oise). 

187:5.     WEYR  (I)r  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohême;. 

1878.     WORMS  DE  ROMILLY,  ingénieur  en  chef  des  mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1882.     ZABOIlDSkl,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie,  à 
Saint-Pétersbourg  (Russie) . 

1890.     ZAREMRA,   docteur  es  sciences,  professeur  au  lycée,  maison    Vinei,  faubourg  Cabes- 
sut,  à  Cahors  (  Lot). 

1881.  ZEUTIIEX,   professeur  à  l'Université,  Rosenvonget,  3,  Sidealle,  à  Copenhague  (Dane- 

mark ). 


SOCIETAIRES    PERP  K  TU  E  L  S. 

BENOIST  (décédé).  —  BERDELLÉ,  à  Rioz.  —  BIEXAYMÉ  (décédé).  —  BIOCUE,  à  Paris.  — 
BISCIIOFFSHEIM,  à  Paris.  —  BORGHARDT  (décédé).  —BROCARD,  à  Bar-le-Duc.  —  CAXET, 
a  Paris.  —  CARVALLO,  à  Paris.  —  CHASLES  (décédé).  —  CLAUDE-LAFONTAINE,  à  Paris. 
—  F01RET,  à  Paris.  —  GAUTUIER-VILLARS,  à  Paris.  —  COURSAT,  à  Paris.  —  HALPHEN 
(décédé).  —  HALSTED,  à  Austin.  —  IIADAMARD,  à  Paris.  —  IIATOX  DE  LA  COIiPILLIÈRE, 
à  Paris.  —  IIERMlTE,à  Paris.  —  IIIRST  (  décédé  ).  —  IIOTT,  à  Paris.—  LÉVITE,  à  Paris. 
- JORDAX,  à  Paris.  —  LAFFOX  DE  LADEBAT  ( décédé) .  —  MAXXHEM,  à  Paris.—  DE  MEX- 
DIZABAL  TAHBOREL,  à  Mexico.—  MERCEREAO,  à  Paris.  —  D'OCAGXE,  à  Paris.  —  PEROTT. 
à  Worcester.  —  PEBBIX,  au  Mans.  —  POIXCARÉ,  à  Paris.  —  POUGXAC  (prince  C.  de),  à 
Cannes.  —  RAFFY,  à  Paris.  —  SYL0W,à  Frederikshald.  —  TAXXERY  (Paul),  à  Paris.  — 
TARRY,  à  Boufarik.  —  TCBEBICHEF  (décède).  _  VIELLARO  {décoda). 
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PRÉSIDENTS  «E  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  M  FRANCE 


DEPUIS    SA    FONDATION 


MM. 


1873 

CHASLES. 

1874 

LAFFON   DE   LADÉBAT 

1875 

BIENAÏMÉ. 

187G 

DE  LA  GODRNERIE. 

1877 

MANNHEIM. 

1878 

DARBOUX. 

1879 

0.  BONNET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LAGUERRE. 

1882 

HALPHEN. 

1883 

BOUCHÉ. 

1884 

PICARD. 

1885 

APPEL L. 

MM. 


1886 

POINCARE. 

1887 

FOIBET. 

1888 

LAISAAT. 

1889 

DÉSIRÉ  ANDRÉ. 

1890 

Il  \  1  ON  DE  LA  GOUPILLIÈBli 

1891 

COLLIGXON. 

1892 

VICAIRE. 

1893 

HDHBERT. 

1894 

PICQUET. 

1895 

COURSAT. 

1896 

KŒXICS. 

1897 

PICARD. 

1898 

LECOBNU. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam . 
Amsterdam . 
Amsterdam . 

Baltimore.  . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bologne. . . . 

Bordeaux. .  . 

Bruxelles.  .  . 

Bruxelles. . . 
Cambridge. 
Christiania . 
Coîmbre.  . . 

Copenhague 
Cracovie.. . . 

Delft 

Dresde 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Goettingue. 
Hambourg.. 

Harlem 

Helsingfors. 

Kasan 

Kharkov.. . . 
Kharkov. .  .  . 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Londres.  .  .  . 
Londres.  .  .  . 
Londres.  . . . 
Luxembourg 
Marseille.  .  . 
Mexico 


tcadémie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Suri. -te  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publication»  mathéma- 
tique* . 

American    Journal  of  Mathematics. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 
irchiv  fur    Mathematik  und  Ph.ru k. 

Jahrbuch  îiber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik. 

Journal  f tir  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik. 

Académie   des   Sciences    de  l'Institut  de  Bo- 
logne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  el 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab. 

/ornai  de  Sciencias  maternât ic as  e  astrono- 
mie as. 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Kcole  Polytechnique  de  Delft. 

Zeitschrift  fur  Mathematik   und  Physik . 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mathesis. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Société  physico-mathématique . 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Matheniatisehe  Annalen. 

Société  Royale  des  Sciences. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Annales  de  la  F  acuité  des  Sciences  de  Marseille. 

Sociedad  cientifica  Antonio  Alzate. 


Hollande 
Hollande. 

Hollande  • 

États-1  nia 

Allemagne. 

Allemagne . 

Allemagne . 

Allemagne. 

Italie. 

France. 

Belgique. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark . 

Autriche. 

Hollande. 

Allemagne. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Belgique. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Hollande . 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Luxembourg. 

France. 

Mexique . 


—    XVI 


Milan 

Moscou 

Munich* 

INaples 

New-Haven 

Odessa 

Palerme 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague 

Rome 

Saint-Pétersbourg 

Stockholm 

Toulouse 

Upsal 

Venise 

Vienne 

Vienne 

Zurich 


Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 
mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  et  Arts  du  Connec- 
ticut. 

Société  mathématique  d'Odessa. 

Rendiconti.  del  Circolo  malematico . 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Association  française  pour  l'avancement  des 
Sciences. 

Société  philomathique  de  Paris. 

Bulletin    des   Sciences     mathématiques. 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique . 

Journal  de  Mathématiques  élémentaires. 

Journal  de  Mathématiques  spéciales. 

Institut  des  Actuaires  français. 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Université  Royale  de  Pise. 

Il  JSuovo  Cimento. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Casopis  pro  péstovâni  mathematiky  a  fysihy . 

Société  mathématique  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei. 

Académie  Impériale  des  Sciences. 

Acta  Mathematica. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Tou- 
louse. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres 
et  Arts. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Monatshefte  f'ùr    Maihematih.    und    Physih. 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 


Italie. 

Russie. 
Bavière. 

Italie. 

Ftats-Unis 

d'Amérique. 

Russie. 

Italie. 

France. 

France. 
France. 
France. 
France. 
France. 
France. 
France. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 
Autriche. 
Autriche. 
Autriche. 

Italie. 
Russie. 
Suède. 

France. 
Suède. 

Italie. 
Autriche. 
Autriche. 

Suisse. 


0 


BULLETIN 


Di    i  \ 


SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE   FRANCE. 


COMPTES   RENDUS   DES   SÉANCES. 


SfiANCE  DU   5'  JANVIER    1898. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    L  USANT. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son    bureau  et  à  l'élection  de  membres  du  Conseil. 

Elle  entend  et  approuve  le  rapport  de  la  Commission  des  fi- 
nances sur  l'exercice  1896- 1897. 

CONGRÈS  INTERNATIONAL  DE  1900. 
Le  Conseil  communique  à  l'Assemblée  le  document  suivant  : 

RÉSOLUTIONS    VOTÉES    LE    MERCREDI    II    AOUT    1897    A    L'ASSEMBLÉE    GÉNÉRALE 

nu  Congrès  international  des  Mathématiciens,  siégeant  a  Zurich. 

I.  A  l'avenir  les  Congrès  internationaux  de  Mathématiciens  se  succéde- 
ront à  des  intervalles  de  trois  à  cinq  ans.  Il  sera  tenu  compte,  dans  le 
choix  du  siège,  des  vœux  légitimes  des  différents  pays. 

II.  On  choisira,  à  la  fin  de  chaque  Congrès,  la  date  et  le  siège  du  Congrès 
suivant,  ainsi  que  les  organes  ou  les  associations  chargées  de  le  préparer 
et  de  l'organiser. 

III.  Si,  par  suite  de  circonstances  imprévues,  un  Congrès  ne  pouvait 
siéger  à  la  date  et  au  lieu  choisis,  le  Comité  du  dernier  Congrès  devrait 
prendre  les  dispositions  nécessaires  à  la  convocation  d'un  Congrès  nouveau. 
A  cet  effet  il  s'entendra  avec  les  organes  mentionnés  dans  l'article  II. 

IV.  Chaque  Congrès  peut,  lorsqu'il  le  juge  utile  pour  l'étude  de  certaines 
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<|iicsi ions  de  nature  internationale,  nommer  des  commissions  permanentes 
dont  le  mandai  dure  d'un  Congrès  au  Congrès  suivant. 

Les  compétences  et  les  attributions  de  ces  commissions  sont  fixées  lors 
de  leur  nomination. 

V.  Le  prochain  Congrès  siégera  à  Paris  en  [900.  La  Société  Mathéma- 
tique de  France  est  chargée  de  sa  préparation  et  de  son  organisation. 

VI.  Le  Bureau  du  Congrès  de  Zurich  est  constitué  en  commission  per- 
manente, en  exécution  de  la  résolution  IV,  pour  étudier  les  questions  qu'il 
jugera  les  plus  importantes,  parmi  celles  qui  sont  mentionnées  au  Rapport 
du  Comité  préparatoire  ou  qui  pourront  lui  être  soumises.  II  pourra  s'ad- 
joindre de  nouveaux  membres.  Il  fournira  à  la  Société  Mathématique  de 
France  tous  les  renseignements  utiles  pour  la  préparation  du  Congrès 
de  1900. 

Le  Conseil  propose  à  la  Société  : 

i°  D'accepter  la  mission  qui  lui  a  été  dévolue,  par  le  Congrès 
préparatoire  de  Zurich,  d'organiser  le  Congrès  international  des 
Mathématiciens  qui  doit  être  tenu  en  1900  à  Paris; 

2°  De  charger  son  Conseil  des  mesures  préparatoires. 

L'Assemblée  adopte  les  deux  résolutions  proposées  par  le 
Conseil. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société  :  M.  Ch.  Rabut, 
présenté  par  MM.  Poincaré  et  Lecornu. 

Commun ica tion s  : 

M.  X.  Delaunay  adresse  un  Mémoire  Sur  les  surfaces  n'ayant 

(/11  un  côté  et  sur  les  points  singuliers  des  courbes  plu  nés. 


SÉANCE  DU  MUANVIEK  1898. 


PRESIDENCE    l)K    M.    LECORNU 


Communications  :  » 

M.    Blutel    :    Condition  pour    que   deux    cubiques   gauches 
soient  p (acres  sur  une  même  surface  du  second  degré. 
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M .  Laisant  offre  à  la  Société  I  Ouvrage  qu'il  vient  de  publier  : 
Lu  Mathématique;  philosophie,  enseignement,  el  <'n  fail  un 
compte  rendu  sommaire. 

MM.  Lecornu,  Fourel   el    Fontené  présentenl  diverses  obser- 

\  allons  ;'i   ce  su  jel . 

M.  l'abbé  Fssaly  adresse  deux  Notes,  l'une  Intitulée  :  Sur  une 
formule  d'JSnneper  et   sa   corrélative,   la   seconde  intitulée   : 
iutres  propriétés  de  lu  double  série  de  courbures   obliques 
d'une  ligne  quelconque  tracée  sur  une  pseudo-surface. 


SÉANCE   DU  2   FÉVRIER    1898. 

PRÉSIDENCE    DE    II.    LECORNI  . 

Communications  : 

M.  Fontené  :  Sur  une  métrique  aninvolutive. 

M.  lia  H  \  :  Sur  les  surfaces  à  représentation  sphérique  iso- 
therme, clotit  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par 
une  relation. 

SÉANCE  DU    16   FÉVRIER    1898. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    LECORNU. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  méthode  nomographique  la  plus  gé- 
nérale résultant  de  la  superposition  de  deux  plans  et  sur  son 
application  aux  équations  à  trois  et  à  quatre  variables. 

M.  Humberl  :  Sur  une  propriété  des  coniques. 

M.  Bricard  :  Observation  sur  la  Communication  précédente. 

M.  Lémeray  adresse  une  Noie  Sur  quelques  algorithmes  et 
s//r  l'itération. 

M.  Leau  adresse  une  Note  Sur  un  problème  d'itération. 

M. Touche  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  figures  inverses  limites. 

Considérons  une  circonférence  de  diamètre  D  déterminé.  Pre- 
nons sur  celte  circonférence  un  point  S  et  considérons-le  comme 
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origine  d'une  inversion.  Soient  P'  l'inverse  de  l'extrémité  I*  du 
diamètre  SP  et  M/  l'inverse  d'un  point  quelconque  M  de  la  circon- 
férence. Les  droites  MP  et  M'P'  étant  an  ti  parallèles,  l'angle  SP'M' 
doil  être  droit,  comme  son  égal  SMP.  Le  lieu  du  point  M'est  donc 
la  perpendiculaire  élevée  par  P'  sur  SP. 

On  a 

Sl>  x  SP'=  jx, 
u.  étant  la  puissance. 

Nous  pouvons,  tout  en  considérant  le  diamètre  SP  comme  con- 
stant, supposer  que  pt  diminue  indéfiniment;  il  suffit  de  supposer 
que  le  point  P' se  rapproche  indéfiniment  du  point  S.  A  la  limite, 
la  circonférence  de  diamètre  D  est  tangente  à  un  élément  de  droite 
perpendiculaire  à  SP  et  passant  par  le  point  S. 

Mais  le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  pour  une  cir- 
conférence de  diamètre  D,  passant  par  le  point  S  et  telle  que  son 
inverse  soit,  à  la  limite,  un  élément  de  droite  perpendiculaire  à  SP 
et  passant  par  le  point  S,  nous  pouvons  le  faire  pour  toute  autre 
circonférence  de  diamètre  D,  assujettie  seulement  à  passer  par  le 
point  S  et  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  direction  de  son  diamètre  SP; 
si  nous  faisons  décroître  la  valeur  de  lu,  pour  cette  deuxième  cir- 
conférence, de  la  même  manière  que  pour  la  première,  nous  trou- 
vons qu'à  la  limite  elle  est  tangente  à  un  élément  de  droite, 
passant  par  le  point  S  et  perpendiculaire  au  diamètre  qui  aboutit 
à  ce  point. 

Considérons  maintenant  une  courbe  donnée.  Nous  pouvons  dé- 
terminer  un  tableau  des  lignes  homothétiques  directes.  Nous 
pouvons  aussi,  en  partant  d'un  point  quelconque,  déterminer  une 
courbe  orthogonale  à  toutes  les  trajectoires  qu'elle  rencontre  et 
les  lignes  homothétiques  directes  de  cette  courbe  orthogonale.  Si 
nous  considérons,  dans  ce  tableau,  des  lignes  droites  passant  par 
le  point  S,  centre  d'homothétie  directe,  et  dans  différentes  direc- 
tions, chacune  de  ces  droites  fera  le  même  angle  a  avec  toutes  les 
courbes  trajectoires  qu'elle  rencontrera,  el  également  un  même 
angle  a'  avec  toutes  les  courbes  orthogonales  qu'elle  reneontrera. 
Prenons  les  figures  inverses  limites  des  éléments  de  ces  droites  au 
point  S  ;  ce  seront  des  circonférences  toutes  de  même  diamètre  D  ; 
chacune  de  ces  circonférences  fera  le  même  angle  a  avec  les  figures 
un  erses  des  trajectoires  (pie  l'élément  correspondant  passant  par  S 


avec  les  trajectoires  el  !<•  même  angle  */  avec  les  figures  inverses 
des  courbes  orthogonales  qu'elle  rencontrera;  <;ir  le  principe  <\c 
la  conservation  des  angles  subsiste  à  la  limite  pour  les  figures 
inverses. 

\msi  nous  avions,  primitivement,  un  tableau  <lr  courbes  trajec- 
toires el  <l<*  courbes  orthogonales,  h  nous  avons,  après  l'inversion 
limite,  un  nouveau  tableau  <!<■  courbes  trajectoires  <•!  de  courbes 
orthogonales. 

MÉMOIRES   ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  UN  PROBLÈME  D'ITÉRATION  ; 
Par   M.    L.    Leau. 

1.  Problème.  —  Déterminer  les  fonctions  f(x)  telles  que  Ton 
ail  identiquement  fn(x)  =  x,  en  posant. 

/!(*)=/(*)        et       //»(*)  =/#»-i  [/(*)]• 

Etudions  avec  quelques  détails  celle  question  que  M.  Lémeray 
a  récemment  signalée(')  comme  cas  particulier  d'une  autre  plus 
générale,  et  que  j'avais  déjà  eu  l'occasion  de  considérer  (2). 

2.  Occupons- nous  des  fonctions  uniformes.  Si  dans  un  cer- 
tain domaine  D  les  fonctions  J\  (x),  f.2(jc)t  .  .  . ,  fn(&)  sont  défi- 
nies, et  si  l'on  a  en  un  point  x()  de  ce  domaine 

/i(a?o)  =  J'o, 

l'équation  fx (œ)  =  yo  n'admet  que  la  racine  x(),  car  fn_\  (jKo)  doit 
ramener  la  valeur  initiale  dex,  qui  est  ainsi  unique. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  qu'il   résulte  de  là  que  la  fonc- 
tion J\  (j?)  établit  la  représentation  conforme  de  D  sur  une  aire  D, 
de   celle-ci,   sur   une   aire  D2,  ...,  celte  représentation  étant  en 
quelque   sorte   réciproque,  en  ce  sens  que  les  fonctions  /)  el  j\t    L 
servent  respectivement  à  représenter  D  sur  1)/  et  D,  sur  D. 


i  '  i  Comptes  rendus  du  27  décembre  1897. 
( -' )  Thèse,  page  5g;  librairie  Gauthier-Viilars. 
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3.  Un  ciis  particulièrement  simple,  <>i  celui  où  l'on  cherche 
des  fondions  uniformes  dans  tout  Je  plan  el  n'ayant  d'autres  sin- 
gularités quelles  pôles  et  des  poiuis  singuliers  essentiels  isolés,  à 
distance  finie  ou  non.  Et  d'abord,  il  ne  peut  pas  y  avoir  de  pareils 
points  singuliers  essentiels.  Soienl ,  par  exemple,  n  =  2,  a  un  point 
singulier  essentiel  isolé,  el  b  un  point  ordinaire.  Dans  le  voisi- 
nage de  x  =  a, y  peut  s'approcher  autant  qu'on  veut  de  b.  Inver- 
sement, pour  une  certaine  suite  de  positions  ayant  b  pour  limite, 
f(x)  est  infiniment  voisin  de  a  ;  donc/(6)  ==  a.  Or  b  est  un  point 
ordinaire  quelconque;  donc/"  serait  constant. 

Le  raisonnement  s'étend  évidemment  à  n  quelconque. 

Nous  n'avons  donc  à  chercher  les  fonctions  inconnues  que  parmi 
fractions  rationnelles. 

S'il  n'y  a  pas  de  pôle  à  dislance  finie,  la  fonction  se  réduit  évi- 
demment au  binôme 

ax  h-  6, 

où  a  est  racine  nlème  de  l'unité  et  b  une  constante  arbitraire, 
nulle  si  a  =  1. 

Cherchons  maintenant  une  véritable  fraction.  Les  termes  en 
sont  du  premier  degré  au  plus.  Remarquons  que  si  f  (oc)  est  une 
fonction  quelconque   vérifiant  l'identité  ffl(x)  =  x,  il  en  est  de 

même  des  fonctions  f(c  -f-  x)  —  c  et On  peut  en  profiter 

/(s)  _ 

pour  ramener  le  cas  actuel  au  cas  précédent,  c  étant  supposé  choisi 
de  sorte  quey(c)  =  c. 

La  nouvelle  fonction  F(#)  est  alors  ax  -+-  b,  et  l'on  a 

-.    .       {\-¥-bc)(x  —  e)  -+-  ac 

f(x)  — , 

J      '  6(a?  — c) -h  a 

où  a"  =  1 ,  et  b  et  c  sont  des  constantes  arbitraires,  la  première 
cependant  étant  nulle,  si  a  =  1 .  Telle  est  la  solution  complète 
dans  les  conditions  posées. 

4-.  Considérons  maintenant,  d'une  manière  beaucoup  plus  gé- 
nérale, une  fonction  f(x),  holomorphe  dans  un  domaine  A,  les 
transformés  dune  partie  B  de  ce  domaine  étant  tous  à  l'intérieur 
de  ce  dernier,  el  Bel  B,  ayant  une  portion  commune;   el  suppo- 
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sons  qu'une  des  itéra lives  «le   /  x)   se   réduise  à  x,  Soil   fn(&)  la 
première  jouissanl  de  celle  propriété. 

Nous  allons-  montrer  qu'à  I  intérieur  de  \,  il  existe  une  racine 
simple  de  l'équation 

/  |  X  \        X        o, 

ou  du  moins  de  l'équal ion 

fd(x)  —■?•      o, 

(f  étant  un  diviseur  de  n. 

Partons  d'un  point  arbitraire  de  B,  ./,,,  et  soient  xif  #2j  .»., 
xn  =  Xo,  ses  transformés. 

On  peut  choisir  x{)  de  manière  que  xs  soit  aussi  dans  H. 

Si  deux  points  consécutifs  coïncidaient,  ils  seraient  tous  con- 
fondus et  leur  affixe  vérifierait  l'équation  proposée.  Il  resterait, 
il  est  vrai,  à  prouver  qu'elle  est  racine  simple;  mais  ce  cas  est 
facile  à  éviter  en  changeant  x0.  Joignons  donc  x0  et  xK  par  un 
chemin  c0  situé  dans  B;  ce  chemin  et  ses  transformés  c( ,  c2,  ... 
déterminent  un  contour  fermé  L,   tout  entier  dans  A. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  deux  côtés  quelconques  de  ce 
contour  ne  se  coupent  pas.  Lorsqu'on  le  décrit,  la  variation  de 
l'argument  de  /(•*')  —  x  est  égale  à  2fe  (  '  ),  ce  qui  élahlit  la  pro- 
position. 

En  second  lieu,  supposons  que  les  arcs  c/l+/i  et  Ch  se  coupent. 
Il  y  a  alors  sur  c()  deux  points  x'  et  x"  tels  que 

/*+*(*')  =//*(*")        ou        f,{x')  =  x". 

Dès  lors,  le  premier  arc  est  coupé  par  un  des  suivants.  Soit  sur 
Cq  une  partie  c'0  limitée  à  un  point  ;  et  à  un  de  ses  transformés 
fkÇi)  ou  \k  de  telle  sorte  qu'il  n'y  ait  sur  cet  arc  ni  d'autres  trans- 
formés de  £,  ni  de  couple  de  points  transformés  l'un  de  l'autre. 
On  peut  toujours  réaliser  cette  condition,  sauf  peut-être  s'il  y 
avait  sur  c0  un  point  x'  tel  que  fp(x')  =  x1 ,  maison  peut  toujours 
éviter  ce  cas,  en  modifiant  c0. 


(')  D'une  manière  plus  générale,  si  deux  points  x  et  X  décrivent  un  contour 
fermé  L,  ne  se  coupant  pas  lui-môme,  de  manière  à  revenir  à  leurs  positions  ini- 
tiales après  un  tour  unique,  el  sans  avoir  coïncidé  à  un  certain  moment,  l'argu- 
ment de  \  —  x  a  varié  de   lie. 
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Posons  Fi  ( .r)  =j/((x).  La  portion  è'0  de  c0  comprise  entre  ç  el  ;/, 
jouera  vis-à-vis  de  l\(x)  le  même  rôle  que  c0  tout  à  L'heure,  vis- 
à-vis  de  f\  {x)i  et  engendrera  un  contour  L'a  L'intérieur  duquel 
l'équal  ion 

F  (  X  )  —  X  =  o 

a  une  racine  simple.  Si  k  est  premier  avec  /?,  la  /r"1''  itérative 
de  F(#)  est  la  première  qui  se  réduise  à  x.  \J  est  formé  de  parties 
appartenant  à  tous  les  côtés  de  L  (fig-  i). 

Fis.  i. 


Si  ^  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  k  et  de  /i,  la  pre- 
mière itérative  de  ¥(x)  qui  se  réduise  à  x  est  F^(.r)  en  posant 

-  —  A,  L/  ne  comprend  pas  des  parties  de   tous   les  côtés  de  L 

{fig-  ■'■)■ 


Dans  tous  les  cas,  L'  comprend  à  son  intérieur  une  racine  a  et 

une  seule  de  l'équation 

F  ( '  x  )  —  x  =  o . 

Si  /.   est  premier  avee  n,  on  peut   trouver   deux  entiers  A  et  ix 


!»    - 

tels  que  X/i       u.k  =  db  i ,  d'où 

/[F|t(ar)]  =  a?        ou         F^x)      f(x). 

I  )ans  l<ls  deux  cas 

/<  a  )  =  a. 

Si  /  <-t  //  oui  ni)  plus  grand  commun  diviseur  <L  on  voil  de  même 
que 

fa  ((()  =  a. 

>).    Que  d  soi  I  <>u  mm  égal  à  i,  posons 

fd(  a  H-  x)  —  Cl  —  &(x)  et  -j  —  h. 

3h(x)  est  la   première    itérative   <lc   Â*  qui   se  réduit  à  x  et  -7(.r) 
admet  o  pour  racine  simple. 

Le  produit  x§K$^  .  .  .  $h-\  reste  invariable  pour  la  substitu- 
tion r?.  Les  racines  A",nes,  holomorphes  à  l'origine  où  elles  s'an- 
nulent, se  permutent  par  cette  substitution.  Soit  G(x)  l'une  de 

ces  racines,  on  a 

G(^)  =  /1G(a?)î 

/,  étant  une  racine  primitive  de  l'équation 

xk  —  ï  —  o. 

Ainsi  l'équation  précédente,  où  G(x)  est  une  fonction  holo- 
morphe  à  l'origine  quelle  admet  pour  raeine  simple,  est  vérifiée 

par 

f,t(a  -+-  t)  —  a. 

Réciproquement,  une  pareille  équation  définit  évidemment  une 
fonction  a\  holomorphe  et  nulle  à  l'origine,  dont  la  hieme  itération 
est  x,  et  c'est  d'ailleurs  la  première  qui  s'y  réduise. 

Telle  est  la  conclusion  à  laquelle  nous  arrivons. 

II  est  inutile  d'insister  sur  les  analogies  que  présentent  les 
fonctions  f  que  nous  venons  de  considérer,  avec  les  racines  de 
l'unité  (*). 


(')   Babbagc  a  posé  le  problème  en  1820.  On  trouvera  la  solution  qu'il  en  avait 
donnée  dans  le   Traité  d'Analyse  de  .M.  Laurent,  tome  VI. 
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SUR  QUELQUES  ALGORITHMES  GÉNÉRAUX  ET  SUR  L  ITÉRATION  ; 

l\ir  M.  Lémeb  \v. 

S  c>  i  l  /X  .r  o  )  une  fonction  de  x0  el  ses  itératives /-(./•„), /:t  (  ./•,,).  ... 
définies  comme  l'on  sait  par  la  relation 

/"+»(»o)=/(/"(*o))- 

Posons  fr(x0)  =  ¥(&)',  à  la  fonction  f(x)  correspond  une 
fonction  F(.r),  son  itérée;  on  peut  dire  inversement  <jue  f(x) 
est  la  désitérée  de  ¥  (x);  on  peut  à  son  tour  itérer  ¥(x)  et  ainsi 
de  suite.  Pour  mettre  en  évidence  le  nombre  des  itérations  ou  des 
désilérations  effectuées,  on  peut  écrire 

/(a?)  =  N(a?)     ou     Na? 

et  noter  des  désilérées  successives  (N  —  I).r,  (N  —  Il).r,  ...  et 
ses  itérées  (N  -|-  l)x,  (N  -f-  l\)x,  ...  ;  ses  itératives  d'ordre  posi- 
tif ou  d'ordre  négatif  étant  notées   comme    d'habitude  JSx,  N-x, 

N*x,  ..  .,  N"1*,  N~2.r,  N~'"x, 

Je  considérerai  uniquement  les  fonctions   de  deux  variables    a 

et  x 

y  =  N(«,.r); 

a  est  la  base  et  x  le  facteur;  c'est  par  définition  la  variable  par 
rapporta  laquelle  on  fera  les  désitérations  et  les  itérations;  pour 
itérer  on  aura  à  répéter  la  substitution 

.r,  N(a,a?); 
pour  désitérer  on  aura  à  éliminer  x()  entre  les  équations 
x  =  N ( a,  &q  )        y  =  N  (a,  ( x0  ■+■  i  )) . 
Soit/  une  valeur  initiale  arbitraire,  mais  donnée  de  ./*,»,  on  aura 

ji  =y  =  N(#>  i),        j2  —  N(«,N(a,«))  —  N2(a,t) 
et  en  général,  si  .r  est  le  nombre  des  substitutions, 

y=  N*(a,»); 
l'itération  sera  résolue,  si  l'on  trouve  une  nouvelle  (onction 

^  =  (N  +  [)|  a,a?;  /  > 


ayant  les  mêmes  valeurs  que  la  première  pour  les  valeurs  entières 
de  ./•. 

La  Dotation  signifie  que  I  initial  /  est  lié  à  a  par  I  opération  <!<■ 
mode  N  ;  ./■  esl  le  facteur  <le  mode  \    j    I.  Soit,  par  exemple, 

on  n 

V(a,«)       /",         V^/.m       i«*, 

cl  Ton  aperçoit   l'itérée 

(N  h- !)(*,*;  0  =  **": 

Je  me  propose  d'établir  un  certain  nombre  de  théorèmes  géné- 
raux sur  les  fonctions  itérées  des  divers  ordres  (Tune  fonction 
donnée;  c'est-à-dire  que,   supposant  connues  les  propriétés  des 

fonctions  directes  et  inverses  définies  par  la  relation 

y  =  N(a,a?), 

je  chercherai  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  l'algo- 
rithme de  mode  N  +  1. 

Afin  de  ne  pas  avoir  recours  à  des  néologismes,  et  pour  faire 
ressortir  certaines  analogies,  j'emploierai  les  termes  usuels  :  pro- 
duit, quotient,  logarithme,  elc.  pour  dénommer  certaines  fonc- 
tions; mais,  pour  éviter  toute  confusion,  j'adjoindrai  une  lettre 
au  terme  usuel;  c'est  ainsi  que  l'on  rencontrera  les  deux,  fonc- 
tions logarilhme-L  et  logarithme-/  qui  sont  distinctes  entre  elles 
et  distinctes  du  logarithme  ordinaire. 

Soit  la  fonction 

y—  N(a,#;  i), 

qui,  par  définition,  esl  l'itérée  de  la  fonction 

r  =  (N-I)(«,x); 

nous  dirons  que  y  est  la  puissance-P#ième  de  <7,  L'initial  étant  i  ; 
que  œ,  étant  considéré  comme  fonction  de  y,  est  le  logarithmc-L 
de  y  dans  le  système  de  base  #,  l'initial  étant  i,  et  que  a,  consi- 
déré comme  fonction  de  r,  est  la  racine-R#ième  de  r,  l'initial 
étanl  i.  Considérons  encore  d'autres  fonctions.  Soient 

u  —  \\  a./>  i.        v  z     \  (a,  q  i. 
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Appelons  : 

mulliplicalion-M   de   //   par  v   l'opération   dont  le   résultai   est   la 
fonction 

7=  N(at/>;  N(a,?)), 

obtenue  en  prenant   l'une  des  quantités   //  ou  v  pour  en   faire 

l'initial  de    l'autre; 
division-])  de  y  par   v  l'opération  qui  donne  u  en  fonction  de  y 

et  de  c; 
puissance-/?  mîeme  de  u  le  produil-M,   de  m  termes  égaux   à   // ; 

so\l  y  cette  fonction  ; 

Appelons  :  racine-///?""11'  de  y,  la  quantité  u  dont  la  puissanec- 
pmieme  esly;  logarithme-/  de  y  dans  le  système  de  base  a  l'expo- 
sant de  la  puissance-/?  à  laquelle  il  faut  élever  u  pour  obtenir  y; 
dans  tontes  ces  définitions  la  base  des  puissances-P  est  toujours 
supposée  être  a. 

Il  faut  remarquer  que  les  puissances-/?  ne  constituent  pas  des 
opérations  de  mode  (N  -f-  I).  Quand  u  se  réduit  à  N(a,  i)  la  fonc- 
tion puissance-/?  se  confond  avec  la  puissance-P;  le  logarithme-L 
et  le  logarithme-/  sont  aussi  une  même  fonction  ;  mais  il  n'en 
est  pas  de  même  des  racines-R  et  des  racines-/'. 

Tant  que  le  facteur  est  un  entier  positif  ou  négatif,  ces  fonc- 
tions présentent  un  sens  déterminé;  le  calcul  des  puissances-P, 
des  produits-M,  des  puissances-/?,  c'est-à-dire  des  fonctions  di- 
rectes, est  possible  ('). 

Le  problème  de  l'itération  consiste  à  exprimer  les  puissances-P 
en  fonction  de  x  par  un  symbole  présentant  un  sens  quand  ce 
facteur  n'est  pas  entier. 

Dans  cette  Note,  j'établirai  les  quelques  théorèmes  généraux 
suivants  : 

Permutation  de  V  initial  et  de  la  fonction.  —  L'expression 
(0  ,r  =  (NH-I)(a,a?;0 

est,  par  définition,  équivalente  à  la  suivante  : 

y  =  N-*"(rt,i). 


(')  Si   le  fadeur   est    négatif,  le  calcul  ne  pourra  s'achever  que  h  l'on  sait  in- 
verser la  fonction  don  née. 
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Tiranl  i  de  cel  te  dernière,  on  ;i 

i  =    \    '(a,N    'iw...i  m       \    •  i  a,^) 
on  bien 

(  •>  )  /'         i  \     I     I  |     I  l  <t.r;  y). 

En  comparant  (i)  et  i  ■>  i  on  \<>ii  que  l'on  peul  permuter  le  pre- 
mier membre  el  l'initial  du  second  pourvu  que  l'on  change  le 
signe  de  l'es  posant  <ln  mode. 

Théorème  d'addition*  —  Si  dans  l'expression 

iï(a,x[  i) 
on  remplace  l'initial  par 

Ni  atxx\  i), 
on  a 

N(a,(a?4-  .ri);  t)  =  N(a,#;  N(a,tft;  *)), 

ce  qui  donne  la  signification  du  facteur  somme. 

Facteur  différence.  —  Dans  la  relation  précédente  posons 

X  -^  X\  —  .r2, 

d'où 

X\  =  t., —  x  ; 
elle  s'écrira 

N (a, o?2 ;  i)  =  N  (  a,  a?  ;  N («, (a?2  —  a?) ;  i )). 

Permutant  le  premier  membre  et  l'initial  du  second  en  chan- 
geant de  signe  l'exposant  du   mode,  on  aura 

N(a,(a72 —  -r)-  0  —  N-1  (a> x '■>  ^{a,  .r2  ;  i)). 

Facteur  nul.  —  Si  l'on  fait  x  =  o,  on  a 

N  (a,  Xi  ;  i)  =  N  (à, o  :  N  (  a,  ir2  ;  i ))  ; 

le  premier  membre  et  l'initial  du  second  étant  égaux,  on  en  con- 
clut que  la  puissance-P  de  facteur  nul  est  égale  à  son  initial. 

Facteur  négatif .  —  Dans  une  égalité  précédente 

\\  a.\  or*—  t);  i)  =  \~{{a,x;  \(<7,.r2  ;  i)) 

faisons  #2  =  o,  il  reste 

N(/i,  —  r;  i)  =  ?s~l(a,cr;  i). 

Il  revient  donc  au  même  de  changer  le  signe  de  l'exposant  du 
mode,  ou  celui  du  facteur  de  ce  mode,  ce  qui  ramène  la  fonction 
inverse  à  s'exprimer  par  la  fonction  directe. 
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Facteur  produit.         D'après  ce  qu'on  a  mi   pour  le  facteur 
somme,  on  a 

\  i  ,t,  {x  -+-  xx  +  x,  -+-...);  i)  =  N(a,ar;N(afari;N(a,a?»i  N(a...#,«;  i)) 
on  a  donc,  si  #,  =  #2  =  x-i  =  .  .  .  =  %mi 

N(a,a?/n;  ij  =  N'(a,#)  N(a  . .  .x;  i  i 
où  il  y  a  //i  parenthèses;  le  second  membre  ne  constitue  pas  une 
fonction  de  mode  N  +  1,  comme  je  l'ai  déjà  remarqué  plus  haut. 
Dans  le  cas  de  m  négatif,  mx  est  négatif;  on  peut  supposer 
m  positif  et  x  négatif,  ce  qui  donne 

N(a,(—  mx);  i)  =  N(a,  —  x:  N(a...  —  x;i)) 
ou  encore,  par  le  symbole  de  la  fonction  inverse, 
N-i(a,#;  N->  {a,x;  N-»(*  . . .  x;  i))). 
Facteur  quotient.  —  Dans  l'égalité  précédente 
N(a,mx:  i)  =  N(a,.r;  N(a,a?;  i)) 
posons  x  =  —  »  elle  donne 

De  ces  différents  théorèmes  on  tire  immédiatement  les  conclu- 
sions suivantes  : 

Si  l  on  pose 

N(a,x)=p,         N(a,xi)  =  q. 

V expression  N(«,  (x  -+-  a?,)  )<?s£  /<?  produit-M  de  p  par  q. 

L'opération  est  commutative;  on  peut  permuter/)  et  q,  mais  il 
faut  observer  que  le  produit-M  prend  des  valeurs  différentes  quand 
p  et  q  conservent  leurs  valeurs;  la  base  des  puissances-P  est  dif- 
férente de  a. 

Le  logarithme-L  d'un  produit-M  est  la  somme  des  logarithmes-L 
des  différents  termes. 

L'expression  IN  (a,  [x  —  xh))  est  le  quotient-D  de  p  par  q  :  et  le 
logarithme-L  d'un  quotient-D  est  l'excès  du  logarithme-L  du  di- 
vidende sur  celui  du  diviseur. 

Le  ihéorème  relatif  au  facteur  négatif  montre  que  tout  quo- 
lient-D  peut  se  ramener  au  produit-M  du  dividende  par  le  divi- 
seur dont  le  logarithme-L  a  été  changé  de  signe. 


I ,  — 

Des  deux  ihéorèmes  suivants  on  lire  «pi*'  I  expression  N(#,/w.a?) 

esl  la  puissance-/?  ///"'"'    de  N(a,x);  que   N  (a,  -  \  esl  la  racine- 

/■ ///"'""'  de  N(a,d ■),  ce  qui  donne  la  signification  du  facteur  frac- 
i  ionnaire. 

La  puissance-/?  mième  d'un  produit-M,  celle  d'un  produil-D  sonl 
le  produit-M  ou  le  quolient-D  des  puissances-/?  ///"""1  des  deux 
termes. 

Le  logarithme-L  de  la  puissance-/?  ///"""'  de  q  esl  <'^;il  à  ///  fois 
le  logarithme-L  de  y  ;  le  logaril  hme-L  de  la  racine-/-  ///"""'  de  q  esl 
la  miètae  partie  du  logarithme-L  de  q.  La  racine-r  mieme  de  la  puis- 
sance-/? m,ème  de  7  esl   égale  à  la  puissance-/? /z,ème  de  la  racine- 

/•  /?/"'mc  de  7  ci  leur  logaril  hme-L  est  —  celui  de  q. 
/  &  m  i 

En  ce  qui  concerne  les  fonctions  logarithmes-/,  on  voit  dune 
façon  presque  évidente  que,  la  hase  des  puissances-l?  étant  tou- 
jours rt,  le  logarithme-/  de  la  puissance-/? ///"""  de  q  est  m  fois  le 
logarithme-L  de  q. 

Par  suite  si  un  même  nombre  est  à  la  fois  la  puissance-/?  tj."'"" 
de  a=  N(<7,  a-)  et  la  puissance-/?  vièlBe  de  [ii  =  N(<7,  t),  on  a 

fxa  — -  vt         a  ou         v  =  jjl  —  • 

Dans  les  systèmes  de  bases  a  et  (3,  ses  deux  logarithmes-/ seront 
donc  entre  eux  comme  l'inverse  des  logarithmes-L  des  deu\ 
bases;  autrement  dit,  pour  passer  d'un  système  de  logarithmes-/ 
à  un  autre  système  de  logarithmes-/,  il  suffit  de  multiplier  les  loga- 
rithmes-/du  premier  système  par  le  rapport  des  logarithmes-L 
des  bases  du  premier  et  du  second  système. 

Il  résulte  de  ces  différentes  considérations  que  les  puissances-/? 
et  les  racines-/"  peuvent  toujours  se  ramener  à  des  puissances-l\ 
et  que  les  logarithmes-/  peuvent  toujours  se  ramener  à  des  loga- 
rithmes-L; je  veux  dire  parla  qu'on  pourra  les  exprimer  au  moyen 
d'additions,  de  soustractions,  de  multiplications  et  de  divisions 
ordinaires  effectuées  sur  (\c>  fonctions  puissances-P  et  loga- 
rithmes-L. 

Dans  une  autre  Note  j'exposerai  le  calcul  de  ces  fonctions 
générales  et,  sous  certaines  restrictions,  ce  calcul  sera  applicable. 
quelle  que  soil  la  valeur  du  facteur  ou,  autrement  dit,  quel  que 
soit  I  indice  d'itération . 
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APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  NOMOGRAPHIQUE  L\  PLUS  GÉNÉRALE 

RÉSULTANT  DE  LA  SUPERPOSITION  DE  DEUX  PLANS 

AUX  ÉQUATIONS   A   TROIS   ET   A   QUATRE    VARIABLES; 

Par  M.    Maurice   d'Ocagne. 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  de  faire  connaître  Ions  les  types 
possibles  d'abaque  à  trois  et  à  quatre  variables  résultant  de  la 
superposition  de  deux  plans.  Cette  élude  est  une  application  im- 
médiate du  principe  général  communiqué  à  l'Académie  des 
Sciences,  dans  la  séance  du  3i  janvier  1898  ('),  et  qui  est  rappelé 
ci-dessous  dans  une  première  section  du  Mémoire. 

En  pratique,  l'un  des  deux  plans  superposés  sera  opaque, 
l'autre  transparent,  à  moins  que  les  déplacements  relatifs  des  deux 
plans  ne  s'effectuent  sans  empiétement  les  unes  sur  les  autres  de 
leurs  parties  utiles,  ce  qui  a  lieu  notamment  lorsque  ces  dépla- 
cements se  réduisent  au  simple  glissement  d'une  échelle  de  l'un 
d'eux  le  long  d'une  échelle  de  l'autre  comme  dans  les  règles  et 
cercles  à  calcul  qui,  au  point  de  vue  où  nous  nous  plaçons,  rentrent 
dans  la  catégorie  des  abaques. 
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IJNCIPE    GÉNÉRAL. 


1.  Un  point  est  dit  sans  cote  s'il  ne  fait  pas  partie  d'un  système  ; 
rie  même  pour  une  courbe. 

Un  point  est  dit  à  une  cote  s'il  fait  partie  d'un  système  simple- 
ment infini,  la  valeur  correspondante  du  paramètre  étant  inscrite 
à  côté  de  ce  point  dont  elle  constitue  la  cote;  et  encore  de  même 
pour  une  courbe. 

Un  point  est  dit  à  deux  cotes  s'il  fait  partie  d'un  système 
doublement  infini,  c'est-à-dire  du  réseau  formé  par  deux  systèmes 
de  courbes  à  une  cote.  Les  cotes  de  ce  point  sont  celles  des 
courbes,  prises  dans  l'un  et  l'autre  systèmes,  qui  s'y  croisent. 

Une  courbe  est  dite  à  deux  cotes  si  elle  fait  partie  d'un  système 
simplement  infini  tracé  à  travers  un  réseau  de  points  à  deux  cotes. 
Chaque  point  de  cette  courbe  considéré  comme  appartenant  à  ce 
réseau,  dit  réseau  de  cotes,  est  pourvu  de  deux  coles.  L'un  quel- 

(')    Comptes  rendus,  t.  CXXVI,  p.  397. 


conque  de  ces  couples  de  cotes  peul  être  affecté  à  la  courbe,  mais 
il  faul  remarquer  que,  lorsqu  une  des  cotes  de  la  courbe  esl 
donnée,  l'autre  s'ensuit.  En  effet,  la  première  cote  définit  une 
courbe  de  l'un  des  systèmes  du  réseau)  par  le  point  où  cette 
courbe  esl  rencontrée  par  la  courbe  donnée  passe  une  courbe  du 
second  système  <l»>ni  la  cote  esl  la  second.'  demandée. 

Au  poinl  de  vue  des  applications,  on  pourrait  se  borner  à  con- 
sidérer les  points  «M  courbes  à  deux  cotes.  Mais  il  faul  remarquer 
que,  théoriquement  au  moins,  on  peul  multiplier  indéfiniment  le 
nombre  des  cotes.  En  effet,  un  réseau  de  coies  est,  avons-nous 
dit,  constitué  par  deux  systèmes  simplement  infinis  de  courber. 
Rien  n'empêche  de  munir  à  son  tour  chacun  de  ces  systèmes  d'un 
réseau  de  cotes  (en  admettant,  bien  entendu,  que  ces  divers 
réseaux  soient  tracés  dans  des  aires  n'empiétant  pas  les  unes  sur 
les  autres)  et  la  répétition  de  cette  remarque  montre  la  possibilité 
de  concevoir,  sinon  de  réaliser  des  points  ou  courbes  à  un  nombre 
quelconque  de  cotes.  On  voit  en  outre,  si  ces  cotes  sont  au 
nombre  de  /i,  que  la  connaissance  de  n  —  i  d'entre  elles  entraîne 
celle  de  la  nième. 

Les  fi™,  i,  i  bis  et  i  ter  montrent  les  schémas  de  systèmes  de 

Fie.  i. 


courbes  G  respectivement  à  2,  3  et  4  cotes. 

Lorsque  nous  ne  spécifierons  pas  qu'il  s'agit  d'un  point  ou 
d'une  courbe  à  plusieurs  cotes,  nous  dirons  élément  à  plusieurs 
cotes.  Un  tel  élément  sera  désigné  par  la  lettre  E  suivie  d'un 
chiffre  indiquant  le  nombre  de  cotes  correspondant.  Ainsi  Eo, 
El,  ...,  En  désigneront  des  éléments  sans  cote,  à  1  cote,  etc., 
à  n  cotes. 

XXVI,  2 
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>anslecasoù  il  sera  spécifié  que  l'élément  E  sera  un   poinl 

Fie.  r  bis. 


une  droite  ou  une  courbe,  la  lettre  £  sera  remplacée  par  la  lettre  P. 
la  lettre  D  ou  la  lettre  C. 

Convenons   tout  de  suite  que  si   parmi   les  éléments  eux 


1  sages 


Fiff.   i  ter 


figurent  plusieurs  cercles  concentriques  nous  leur  affecterons  la 
lettre  T;  de  même,  des  droites  parallèles  seront  désignées  par  la 


lettre  A. 


2.  Deux  éléments  sont  dits  en  contact  s'ils  sont  tangents 
lorsqu'il  s'agit  de  deux  courbes,  si  l'un  est  situé  sur  l'autre  "lors- 
qu'il s'agit  d'un  point  et  d'une  courbe.  Remarquons  que  la  coïn- 
cidence de  deux  points  équivaut  à  doux  contacts,  deux  des  courbes 


Il) 

passanl  par  I  un  de  ces  point!)  de  van  I  être  en  conlacl  avec  L'autre 
point. 

Nous  exprimerons  le  conlacl  <l< ss  éléments  K  et  E'  par  la  nota- 
i  ion  E  hh  E . 

Lorsque  deux  plans  n  el  it'  ne  sonl  astreints  qu'à  la  simple 
superposition,  leurs  déplacements  relatifs  sonl  à  >  degrés  de  li- 
berté. Le  conlacl  établi  entre  deux  éléments  pris  l'un  sur  —. 
L'autre  sur  -'.  faii  disparaître  un  degré  de  liberté.  Donc,  en  gé- 
néral, il  sullii  de  trois  contacts  pour  fixer  la  position  relative  des 
deux  plans. 

Il  peut  toutefois  y  avoir  exception.  Deux  premiers  contacts  im- 
posés ne  laissent  au  déplacement  relatif  des  deux  plans  qu'un 
degré  de  liberté.  Dès  lors  les  diverses  positions  de  l'élément  E' 
du  plan  rJ  ont,  sur  le  plan  tc,  une  enveloppe  (trajectoire  si  l'élé- 
ment E' est  un  point);  si  cette  enveloppe  coïncide  précisément 
avec  l'élément  E,  on  voit  qu'un  contact  imposé  entre  les  éléments 
E  et  E'  ne  suffirait  pas,  joint  aux  deux  premiers,  à  fixer  la  position 
relative  des  deux  plans,  puisqu'il  est  une  conséquence  nécessaire 
de  ceux-ci;  il  y  a  indétermination.  Si  l'élément  E  est  une  courbe 
parallèle  à  l'enveloppe  de  E',  il  y  a  impossibilité.  De  telles  circon- 
stances, qui  ne  se  produiraient  que  si  Ton  faisait  un  choix  spécial 
de  données,  ne  se  rencontrent  jamais  dans  les  applications.  Il  suffit 
donc  qu'elles  aient  été  mentionnées;  on  admettra  dans  la  suite 
qu'elles  se  trouvent  toujours  écartées. 

On  peut  dès  lors  énoncer  le  principe  suivant  : 

La  position  relative  dos  plans  superposés  -  et  t.'  portant 
respectivement  les  éléments  E/  et  E,  est  complet  en  te  ni  définie 
par  trois  contacts  tels  que  EjihE',,  E^i-iE.,,  E31-1E3.  Si,  dans 
celte  position  relative,  se  produit  en  outre  le  contact  E4ihE', 
les  cotes  de  ces  huit  éléments  satisfont  à  une  certaine  équation 
dont  on  a  ainsi  la  représentation . 

Représentant  par  m  et  n\  les  nombres  de  cotes  des  éléments  E, 
et  E),  on  voit  que  cette  équation  renferme  n  =  yt  /i/-f-  n'-  va- 
riables,  et  que  l'ensemble  des  deux  plans  permet,  lorsque  Ton  se 
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donne  les  valeurs  de  //  —  i  <le  ces  variables,  d'obtenir  celle  de 
la  //"""'résultant  de  l'équation  représentée. 

Par  extension  d'un  terme  consacré  par  l'usage  nous  dirons  que 
l'ensemble  des  deux  plans,  munis  de  leurs  éléments  cotés,  constitue 
un  abaque  de  cette  équation. 

Pour  former  l'équation  correspondant  à  un  abaque  donné,  on 
rapporte  d'abord  les  éléments  du  plan  t.'  considéré  comme  mo- 
hile  au  plan  n  considéré  comme  fixe,  au  moyen  des  formules 


x 


A  X  -h  \/\  —  À2  V  -h  [J-,  Y'  =  —  \J  I  —  À'2  X  +  )>/4 


(Chaque  contact  E/hhE^  s'exprime  dès  lors  par  une  équation  dans 
laquelle,  en  outre  des   ?ti-\-n'-  cotes  correspondantes  entrent  les 

3  paramètres  \,  u.,  v.  L'élimination  de  ces  3  paramètres  entre  les 

4  équations  ainsi  obtenues  fournit  l'équation  cherchée. 

3.  Supposons  que  la  position  relative  des  deux  plans  soit  fixée 
au  moyen  des  contacts  E,hhE,,  E2»-iE2,  E,  tiEf)  et  que  le  contact 
qui  en  résulte  soit  E3»hE'3. 

Si  les  éléments  E'|7  E'2,  E3  sont  des  cercles  concentriques  F'n 
P'  ,  F'3,  on  voit  qu'une  fois  établis  les  contacts  E^T,,  E^i-hF.',,  le 
seul  déplacement  relatif  possible  des  plans  7t  et  tJ  est  une  rotation 
autour  du  centre  commun  des  cercles.  Pendant  cette  rotation  le 
cercle  r'3  tourne  sur  lui-même.  Dès  lors  s'il  se  trouve  en  contact 
avec  l'élément  E3,  ce  contact  est  indépendant  du  contact  Ej m E'5 
dont  on  peut,  en  conséquence,  faire  abstraction;  de  même  si  les 
éléments  E', ,  1%,  E!,  sont  des  droites  parallèles  A'4,  A'2,  A'3,  auquel 
cas  la  rotation  précédente  est  remplacée  par  une  translation  pa- 
rallèle à  la  direction  de  ces  droites. 

Ce  second  cas  peut  d'ailleurs  être  considéré  comme  limite  du 
précédent  lorsque  le  centre  commun  des  cercles  est  rejeté  à  l'infini 
dans  une  direction  donnée. 

De  plus,  les  cercles  T',,  F',,  T3  d'une  part,  les  droites  A',,  A!,.  A'{ 
de  l'autre,  peuvent  venir  en  coïncidence. 

En  résumé,  si  l'on  représente  l'abaque  général  produit  par  la 
superposition  de  deux  plans  au  moyen  de  la  notation 

K,  //,  hh  E'j  n\ .     E2/i2mE',  n'2,     K  , //;>-i  K './/', .     E t n 4 m  E\  n\ , 
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les  i :as  parliculiers  donl  il  vienl  d'être  queslion  pourronl  être  dé- 
notés par 

afin   de  rappeler  que  le  quatrième  contact  devient  alors  indéter- 


mine, 


Remarque.  -  -  l'ont-  1rs  contacts servanl  à  fixer  la  position  rela- 
tive des  deux  plans  chaque  élémenl  doil  être  pourvu  d'un  réseau 
de  cotes  appartenant  au  même  plan  que  lui.  Mais  pour  le  contact 
résultanl  on  peut  rattacher  un  des  éléments  qui  v  interviennent  à 
un  réseau  de  cotes  < | u i  ne  soit  pas  situé  sur  le  même  plan  que  lui. 
Par  exemple,  dans  le  cas  général,  on  peut  prendre  les  cotes  de 
l'élément  K',t  sur  un  réseau  appartenant  au  plan  tz.  Dans  ce  cas, 

nous  désignerons  cet  élément  parla  notation  E4/i4,  et  nous  dirons 
que  l'abaque  est  à  alternance. 

ï.  Pour  faire,  au  point  de  vue  de  leur  structure,  l'étude  des 
abaques  relatifs  aux  équations  contenant  un  certain  nombre  n  de 
variables,  étude  que  l'on  peut,  par  une  extension  toute  naturelle, 
qualifier  de  morphologique,  il  faut,  abstraction  faite  de  la  na- 
ture géométrique  des  éléments  mis  en  contact,  voir  de  combien 
de  façons  on  peut  répartir  /?  variables  dans  les  huit  groupes 
constituant  l'ensemble  des  cotes  de  chacun  des  huit  éléments 
en  présence.  Si  l'on  se  place  à  ce  point  de  vue,  on  peut  effacer 
les  lettres  servant  à  désigner  les  divers  éléments  et  dénoter  chaque 
genre  d'abaque  d'équations  à  n  variables  de  la  manière  suivante 

tii^n\,     rii>-<n'.2,     n^^n'^,     n^n\, 
avec 

/ii  -+-  n\  -+-  /i2-r-  n'y  -4-  fi-.i  -+-  n'3  -+-  n^-+-  n\  =  n. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  deux  solutions  ne  sauraient  être 
considérées  comme  distinctes  lorsque  l'on  peut  passer  de  l'une  à 
l'autre  soit  par  permutation  des  quatre  couples  ci-dessus,  car  la 
répartition  des  indices  entre  les  quatre  groupes  d'éléments  en 
contact  est  quelconque,  soit  par  inversion  simultanée  de  l'ordre 
des  nombres  entrant  dans  chaque  couple,  car  cela  revient  à  un 
simple  échange  l'un  en  l'autre  des  deux  plans  superposés. 
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En  recherchant,  sons  réserve  de  ce»  deux  remarques,  Loutes  les 

décompositions  en  somme  de  huit  termes  (plusieurs  de  ceux-ci 
pouvant  être  nuls  bien  entendu)  du  nombre  n%  on  obtiendra  lous 
les  genres  possibles  d'abaques  formés  par  superposition  de  deux 
plans,  applicables  à  des  équations  à  n  variables  (' ). 

Il  est  essentiel  d'observer  (pie  la  répartition  des  //  variables  en 
plusieurs  groupes  servant  à  coter  les  divers  éléments  en  présence 
entraîne  pour  l'équation  représentée  l'existence  de  certains  carac- 
tères fonctionnels.  Sauf  done  pour  le  cas  de  n  =  3,  qui  offre 
une  particularité  signalée  plus  loin  (  n"  6),  on  ne  pourra  obtenir 
par  superposition  de  deux  plans  l'abaque  d'une  équation  cjuel- 
conque  à  n  variables. 

Fort  heureusement  les  types  représentables,  qui  sont  encore 
fort  généraux,  comprennent  à  peu  près  toutes  les  équations  qui 
se  rencontrent  dans  les  applications. 

II.   —   Equations  a  3   variables. 

o.  Pour  les  équations  à  3  variables,  toutes  les  solutions  du  pro- 
blème qui  vient  d'être  posé  tiennent  dans  le  Tableau  suivant  ; 

I3 JHO  OHO  OHO  OHO 

[|:{ '1  H    I  OH()  OHO  OHO 

J  I  I  j 2  M  O  1  »H  O  (JHO  OM() 

I  Y  3 HMO  O  M  I  O  >H  O  OHO 

\';} I   l-l   I  |H(|  (JHO  OHO 

VI3 |HO  1I-IO  |H()  (IHO 

Yfr3 I    HO  |H()  OH    |  <)H(» 

Il  existe  donc  sept  genres  d'abaques  par  plans  superposés  pour 
les  équations  à  3  variables. 


(  '  )  Le  major  P. -A.  Mac-Mahon,  dont  on  connaît  les  importantes  recherches  sur 
la  partition  des  nombres  et  à  qui  nous  avions  posé  le  problème  consistant  à  dé- 
nombrer a  priori  les  divers  genres  d'abaques  applicables  aux  équations  à  n  va- 
riables, en  a  donné  une  solution  complète  que  Ton  trouvera  dans  une  Note  insérée 
dans  le  Bulletin  à  la  suite  de  ce  Mémoire. 

Si  G(n)  représente  le  nombre  de  genres  correspondant  à  n  variables,  la  mé- 
thode contenue  dans  celle  Note  pour 

//      =   I,  »,  •">,  \,  ~>.  <>.  7.  .... 

donne 

G  (/i)  =  1,         i-        7.       19»      •'  '■      IkS-     '  '  1 
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Hemarque  I.  —  Les  genre  s  l;1  el  ll>  comportai!  I  trois  contacts 
entre  éléments  sans  cote,  les  deux  plans,  dans  ces  deux  cas,  con- 
servent l  un  par  rapport  à  l'autre  une  position  invariable;  au  tri 
iiiciii  dit,  ils  se  réduisent  à  un  plan  unique.  Il  n'y  a  pas  lieu  de 
recourir  à  I  usage  du  t  ransparenl . 

Remarque  II.  —  Chacun  des  autres  genres  comportant  un 
contact  entre  éléments  sans  cote,  celui-ci  peut  être  rendu  indéter- 
miné,  en  vertu  de  la  remarque  <lu  n°  3,  si  Ton  prend  comme  Clé- 
ments du  plan  -'  des  cercles  concentriques  ou  des  droites  parallèles, 
pouvant  d'ailleurs  venir  en  coïncidence  Les  sous-genres  ainsi 
obtenus  seront  désignés  par  les  mêmes  chiffres  romains  primés  : 
II I'     IV      V    VI'     \  Il 

Remarque  111.  —  Pour  epic  les  seuls  éléments  cotés  de  l'abaque 
puissent  être  des  points  à  une  cote  il  faut  (pie  le  genre  duquel 
dérive  cet  abaque  ne  comporte  que  des  éléments  à  une  cote  en 
contact  avec  des  éléments  sans  cote.  Cette  circonstance  ne  se  pré- 
sente que  pour  les  genres  Vl3  et  Vll3  et  le  sous-genre  \\\.  Elle 
n'a  pas  lieu  pour  le  sous-genre  Vil!,  puisque  avec  celui-ci  les  élé- 
ments cotés  du  plan  rJ  sont  nécessairement  des  cercles  concen- 
triques ou  des  droites  parallèles. 

A  la  suite  de  ces  remarques  générales,  nous  allons  examiner  de 
plus  près  quelques  variétés  des  genres  précédents,  pour  faire  voir 
comment  s'y  rattachent  certains  types  d'abaques  connus. 

6.   Dans  le  genre   ÏI3,  supposons  que  les  éléments  du  plan  r. 

Fig.  2. 

(Pu 


soi cni  des  points  à  deux  cotes  a,  et  (j,  ,  tandis  que  les  éléments  du 
plan  ~'  soient  des  courbes  à  une  cote  a', .  En  vertu  de  la  Remarque  II 
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du  numéro  précédent,  nous  pouvons  immédiatement  figurer  les 

systèmes  de  courbes  (a,),  (p,)  et,  (a,)  sur  un  même  plan,  ce  cpii 
donne  \&fig.  2. 

On  voit  qu'on  peut  tout  aussi  bien  considérer  les  systèmes  (a,) 
et  (a',)  comme  définissant  des  points  à  (Jeux  cotes  mis  en  contact 
avec  Jes  courbes  (jii,),  ou  les  systèmes  (a,) et  ([j,)  comme  définis- 
sant des  points  à  deux  cotes  mis  en  conlactavcc  les  courbes  (a,). 
La  possibilité  de  permuter  dans  ce  cas  les  rôles  joués  par  les  trois 
variables  montre  que  l'équation  représentée  n'offrira  aucun  carac- 
tère fonctionnel  particulier.  Et,  en  effet,  nous  retrouvons  bien 
ainsi  le  mode  général  de  représentation  applicable  à  une  équation 
quelconque  à  trois  variables  ('  ). 

La  question  qui  se  pose  avec  de  tels  abaques  est  de  disposer 
judicieusement  du  choix  de  deux  des  systèmes  de  courbes,  qui  est 
arbitraire,  en  vue  de  la  plus  grande  simplicité  possible.  On 
s  efforcera  notamment  de  n'avoir  affaire  qu'à  des  droites.  C'est  ici 
(pie  le  principe  de  l'anamorphose  de  Lalanne,  généralisé  par 
M.  Massau,  trouvera  son  utilité.  Mais,  au  point  de  vue  morpholo- 
gique auquel  nous  nous  sommes  placé,  on  voit  que  les  abaques 
ainsi  obtenus  ne  sauraient  être  considérés  comme  essentiellement 
distincts  de  ceux  que  donne  la  méthode  ordinaire  qui  consiste  à 
prendre  pour  le  système  de  points  à  deux  cotes  les  sommets  d'un 
quadrillage  régulier. 

7.    Le  genre  V3  est  constitué  de  la  façon  suivante  (-)  : 

Plan  tc  :  Eléments  à  une  cote,  (0^)  et  (a2)  ;  éléments  sans  cote,  E3  et  Ev. 
Plan  -'  :  Eléments  à  une  cote  (<x\);  éléments  sans  cote,  E'2,  E'3  et  E';. 
Mode  de  liaison  :  (a^M  (oc\  ),  (a2)  m  E'2,   E;{  h-i  E'3,   E4  hh  E4. 

En  voici  quelques  exemples  : 

Premier  exemple  :  Procédé  WillotLe  pour  le  calcul  des  pro- 
fils de  terrassements.  —  Soit  ZOAB  le  gabarit  d'un  demi-profil 
de  remblai  (3)  (fig-  3).  Pour  définir  complètement  un  tel  demi- 
profil,  il  resterait  à  tracer  la  ligne  du  terrain  naturel. 

(  '  )  Nomographie,  11"  1 . 

(-)  Pour  suivre  plus  facilement  ces  explications,  le  lecteur  fera  bien  de  1rs 
traduire  en  croquis  schématiques  en  employant  des  couleurs  différentes  pour  la 
figuration  des  éléments  appartenant  à  l'un  et  à  l'autre  plan. 

(3)  On  pourrait  procéder  de  même  pour  le  déblai. 
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Si  Ton  se  donne  l'aire  ï  <Im  demi-profilj  celle  ligne  ;j  pour 
enveloppe  mu'  hyperbole.  Traçons  la  partie  utile  des  hyperboles 
correspondant  aux  valeurs  pratiques  <!<•  t.  Non-,  obtenons  ainsi  le 
système  |  t)« 

Si  l'on  se  donne  la  largeur  d'emprise  e,  la  ligne  <lu  terrain  na- 
turel pivote  autour  d'un  point  de  la  ligne  A.B  du  laïus  extérieur; 
de  même  si  l'on  se  donne  la  longueur  X  du  talus.  Chacun  des  points 

Fis:.  3. 


de  la  ligne  AB  correspond  donc  à  la  fois  à  une  valeur  de  £  el  à  une 
valeur  de  X,  et  cette  ligne  peut  être  regardée  comme  constituée 
par  un  système  de  points  cotés  (s)  et  un  système  de  points  cotés  (à) 
qu'on  définira  par  deux  graduations  portées  de  part  et  d'autre  de 
cette  droite. 

Si  dès  lors  on  applique  sur  le  Tableau  ainsi  formé  un  demi-profil 
dont  trois  des  côtés  s'appliquent  sur  OZ,  OA  et  AB,  le  quatrième 
côté,  c'est-à-dire  la  ligne  du  terrain  naturel,  sera  tangent  à  une 
courbe  (t)  dont  la  cote  fera  connaître  l'aire  du  demi-profil,  et 
passera  par  un  point  de  la  droite  AB,  dont  les  cotes  £  et  X  donne- 
ront la  largeur  d'emprise  et  la  longueur  du  talus.  Tel  est,  réduit 
à  ses  traits  essentiels,  le  procédé  de  M.  Willotte  ('). 


(')  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  i"  semestre  1880,  p.  3o3.  Nous  avions  fait 
entrevoir  la  possibilité  de  rattacher  ce  procédé  aux  abaques  dans  notre  Aonio- 
g  rapide,  p.  92. 
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On  peu L  aisément  voir  comment  ce  procédé  rentre  dans  Je 
genre  d'abaque  qui  vient  d'être  défini,  En  effet,  supposons  que 
nous  graduions  Taxe  OZ  au  moyen  des  valeurs  z  de  la  cote  sur 
Taxe  cl  que,  sur  un  Lransparent  nous  marquions  l'axe  O'Z',  par 
l'origine  O'  duquel  nous  ferons  passée  des  droites  faisant  avec  la 
perpendiculaire  à  cet  axe  les  angles  correspondant  aux  diverses 
valeurs  0  de  la  déclivité  du  terrain  naturel. 

Il  suffira,  pour  faire  la  lecture  relative  à  un  demi-profil  donné, 
d'appliquer  le  transparent  sur  le  Tableau  précédemment  défini, 
de  façon  que  Taxe  O'Z'  s'applique  sur  OZ,  l'origine  O'  de  cet 
axe  étant  mise  en  coïncidence  avec  le  point  (z).  La  droite  (9) 
du  transparent  sera  alors  tangente  à  la  courbe  (o-)  et  passera  par 
le  point  (e)  ou  (a),  dont  les  cotes  sont  les  valeurs  demandées  pour 
l'aire,  l'emprise  et  la  longueur  du  talus. 

Le  diagramme  ainsi  obtenu  peut  être  considéré  comme  prove- 
nant de  la  coexistence  de  deux  abaques  du  type  ci-dessus. 

Pour  l'un  et  pour  l'autre  de  ces  abaques,  tous  les  éléments  sont 
les  mêmes,  à  l'exception  de  (a,),  ainsi  que  le  montre  le  Tableau 
ci-dessous  où  le  signe  =  est  celui  de  l'identité 

l  Courbe  (a),  ^  „ 

(ai)^  j  Point  (s)  ou  (X),        («O-Po»^,),         E.-^.uOZ, 

«)==  Droite  (0),         E'2  =  E'3  =  Point  O',         E\=  Point  Z'. 
Le  procédé  Willotte  peut  donc  être  dénoté  ainsi  qu'il  suit  : 

U)ou(À)  I  ~(0)'    (^~0''     0Z"°'>     OZmZ'. 

Il  faut  remarquer  que  la  coïncidence  du  point  (z)  avec  le  point  O', 
considérée  isolément,  équivaudrait,  ainsi  que  cela  a  été  observé 
au  n°  2,  à  deux  contacts,  mais  l'un  de  ces  contacts  résulte  déjà 
de  OZ  hh  O';  il  n'y  a  donc  pas  surabondance  de  contacts  imposés. 
En  effectuant  la  coïncidence  (z)i-*  O'  après  le  contact  OZ  hh  O', 
on  ne  fait  en  réalité  que  mettre  en  contact  la  perpendiculaire  à 
O'Z'  menée  par  le  point  O'  avec  le  point  (z). 

Deuxième  exemple  :  Règle  à  calai/.  —  Soient  OZ  le  bord  de 
la  règle  portant  une  graduation  qui  compte  double,  puisqu'on  y  lit 
les  valeurs  de  deux   dc>  variables  %{    el    y.->  ;  O'Z'  le  bord   de   la 
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réglette  mobile  glissanl  !<■  long  de  OZ,  sur  lequel  on  lira  la  va- 
riable y.\  el  donl  l'origine  esl  0;;  ZJ  un  poinl  quelconque  de  O'Z' 
autre  que  0'.  On  \  <>ii  immédiatement  que  la  règle  à  calcul  rentre 
dans  le  genre  d  abaque  précédent  lorsqu  on  suppose  que 

(a,)  Point  (at)  de  OZ,  (ai)  Point  (a,)  de  OZ,  E8  E,  Axe  OZ, 
(ai)      Poinl  i  a',  ide  <>'//,        l         I.      Poinl  0',  \i\      Poinl  //. 

La  notation  correspondante  est 

OZwO',         OZmZ',         (a,  )-<<>',         i  y,  )«(ai). 

Même  remarque  que  ci-dessus,  en  ce  qui  concerne  les  coïnci- 
dences des  points  O'  et  (a,)  respectivement  avec  les  points  (a2) 
et  (a4).  Ces  coïncidences  équivalent  simplement  an  contact  des 
perpendiculaires  à  O'Z'  élevées  en  O'  et  en  (a',)  avec  les  points 
(a,)el  (a,). 

On  peut  aussi  remarquer  que  si  l'on  remplaçait  la  réglette 
mobile  par  un  transparent  sur  lequel  seraient  tracées,  par  les  points 
de  division  de  O'Z/,  des  perpendiculaires  à  cet  axe,  on  pourrait 
imprimer  à  ce  transparent  une  translation  quelconque  parallèle- 
ment à  ces  lignes;  dès  lors,  l'orientation  du  transparent  étant 
maintenue  par  l'obligation,  pour  la  perpendiculaire  élevée  en  O' 
à  O'Z',  d'être  en  contact  avec  le  point  P^  à  l'infini  sur  le  plan  fixe 
dans  la  direction  perpendiculaire  à  OZ,  le  dernier  contact  qui  avait 
pour  objet  d'assurer  la  coïncidence  des  axes  OZ  et  O'Z'  peut  être 
supprimé,  et  Ton  tombe  sur  un  abaque  du  sous-genre  V3  ainsi 
dénoté.  O'  représentant  maintenant  la  perpendiculaire  en  O'  à 
O'Z': 

(a,)w(a'i),     (a2)i-i0'5      Px  *  0',      »   ■"■    ». 

Troisième  exemple  :  Abaques  polaires  de  M.  Pesci  (  '  ).  —  Un 
axe  gradué  O'X',  mobile  autour  du  point  O  avec  lequel  coïncide 
son  origine  O',  passe  par  le  point  coté  (a2)  lorsque  le  point  coté  (a',) 
de  cet  axe  se  trouve  sur  la  courbe  cotée  (a,)  {fig-  4)-  Si  nous 
appelons  OX  et  OY  deux  axes  quelconques  passant  par  l'origine  O, 
nous  voyons  que   le   genre   \  3  ci-dessus  donne  ce   dernier   type 


1  i  Rivista  marittima,  mars  \*>)~.  Exemple  particulier  généralisé  depuis  lor 
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lorsque 


(ai  )  se  Courbe  (a,),  (a2)  =  Point (a2),  E3™axeO\,        E;   ;  axeOY, 

(a',)--  l>oint(a'l),  E',sAxeO'X',  E'3  =  E'4     ;  Point  0', 

d'où  la  notation 

(a,)HH(a',),  (<jc2)mO'X',  OXh()\         OYmO'. 


h. 


b-    4< 


8.  Arrêtons-nous  un  peu  aux  types  d'abaques  à  trois  variables 
ne  comportant  comme  éléments  cotés  que  des  points  à  une  cote. 
Nous  avons  vu  dans  la  Remarque  III  du  n°  5  que  ces  types  dérivent 
de  VI3,  VF3et  VII3. 

A.  Lorsque,  dans  le  genre  VI3,  nous  supposons  que  les  trois 
systèmes  d'éléments  cotés  sont  des  systèmes  de  points  à  une  cote 

Fis.  5. 


(a,),  (a2)  et  (23),  nous  obtenons  un  abaque  ainsi  constitué  (  flg.  5)  : 

Plan  t.  :  Trois  systèmes  de  points  à  une  cote  («i),  (a2);  («3);  un  élément 
quelconque  sans  cote  E^. 
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r/a/i  —'  :   [Vois  courbes   smv  cota   C.,  <^',.  Gjj    un   élémenl    quelconque 
sans  cote  Ei. 

Mode  de  liaison  :  (aj)  m  C'lf  («t)  ►*  <  -', ,  («3)  m  (  !'.,,  !•].,  »-h  EJ . 

Premier  exemple  :  Si  les  supports  «les  systèmes  |  -/,  |,  (aa),  (a3) 
soni  les  côtés  d'un  triangle  équiiatéral,  si  l'élément  E,  esl  le  point 
à  l'infini  dans  la  direction  perpendiculaire  à  l'axe  (ot|),  si  les 
courbes  C'n  Ci}  G!,  sonl  les  diagonales  d'un  brx;igonr  régulier,  et 

Kiff.6. 


si  l'élément  E',  se  confond  avec  la  diagonale  C\ ,  on  retrouve  le 
type  des  abaques  Jiexagonaux  de  M.  Lallcmand  (')  {fig.  6), 
applicables  aux  équations  de  la  forme 

/i(ai)+/2(«2)H-/*(a8)  =  o. 

Deuxième  exemple  :  Si  les  courbes  G',  et  G3  coïncident  avec  un 
côté  O'X/  d'un  angle  droit,  la  courbe  G!,  avec  l'autre  côté  O'Y'  de 
cel  angle  droit,  et  si  l'élément  E'4  se  confond  avec  le  sommet  O'  de 
cet  angle,  l'élément  E4  n'étant  autre  que  la  courbe  même  qui 
porte  les  points  (a,),  on  retrouve  le  type  des  abaques  à  équerre 
de  M.  Gœdseels  (2)  (  fig.  7),  applicables  aux  équations  de  la  forme 

[M*i)  —  /i(«0]  f  7  3  (  «3)  — 7*1  (  ai  )]  -k  [  cp2  (  a2)  —  cp  j  (  a ,  )]  [©«(«s)— <Pt(«i)]  =0. 


(')  Xomographie,  Ch.  III. 

(2)  Annales  de  ht  Société  scientifique  de  fit uxelles,  année  tKq^. 


:;o 


La  partie  du  profilomèlre  Siégler  i^1),  destinée  à  faire  connaître 
l'aire  d'un  demi-profil,  en  est  une  variété  dans  laquelle  a,,  7.2  et 


a;{  étant  remplacés  par  la  cote  c,  la  déelivité  0  et  l'aire  <r,  les 
points  (z)  sont  distribués  sur  une  droite,  les  points  (0)  et  (a*)  sur 
une  seconde  droite  perpendiculaire  à  la  première  et  de  part  et 
d'autre  de  celle-ci  (fig.  8). 

B.    Lorsque,  dans  le  genre  VI'3,  nous  supposons  que  les  trois 

Fig.  8. 


systèmes  d'éléments  cotés  sont  des  points  à  une  cote,  nous  oble- 


(')  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  iei  semestre  1881,  p.  98.  Nous  avions 
signalé  dans  notre  Nomographie  (p.  94)  'a  possibilité  de  rattacher  ce  profilo- 
m<Hre  aux  abaques. 
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nous  un  abaque  a insi  consl  il  ué  : 

Plan  ~  :  Trois  systèmes  de  point  »  à  une  cote,  (ot|  ),  («j),  («a). 
Plan  -'  ■.  Trois  cercles  concentriques  l",,  l".,,  r':i. 
Mode  de  liaison  :  <  X]  |m  r',,  |  xi  (m  r',.  (a8)M  |":1,  pm  », 

Exemple  :  Si  les  (•«•nies  [\,  I'!,,  I  .,  viennenl  à  coïncider  ci  que 
leur  rayon  augmente  indéfiniment,  ils  se  réduisenl  à  une  droite 
unique  A',  et  Ton  obtient  les  diagrammes  connus  sous  le  nom 
d'abaques  à  points  isoplèthes  (  ' )  qui,  après  l'extension  donnée 

Fig.  9. 

(Oh)  /W  j(rj-3> 


ici  à  l'emploi  des  points  cotés,  devraient  plutôt  se  nommer 
abaques  à  points  alignés  {fig.  9).  Ils  sont,  comme  on  sait, 
applicables  aux  équations  de  la  forme  (-) 

/i(«i)    ?iOi)    +i(«i) 
/2O2)    ç>î  («2)    '^2(^2)     =0. 
/3(oc3)     o3(a3)     »|8(*3) 

C.    Réduisons    enfin,   dans   le  genre  VII3  les   divers   éléments 

Fig.  10. 


(')  Nomographie,  Cli.  IV. 

(2)  Sur  les  exemples  d'application  de  celle  méthode,  voir  un  article  paru  dans 
le  numéro  du  i5  février  1898  de  la  Hevue  générale  des  Sciences  (p.   116). 
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cotés  à  des  points  à  une  cote.  Voici  ce  que  nous  obtenons  (  fig.  10)  : 

Plan  t:  :  Deux  systèmes  de  points  à  une  cote  (a! )  et  (a2),  une  courbe  sans 
cote  Cg  un  élément  quelconque  sans  cote  E,. 

Plan  tc'  :  Un  système  de  points  à  une  cote  (a'3),  deux  courbes  sans  cote  Gj 
et  Gj,  un  élément  quelconque  sans  cote  K'f. 

Mode  de  liaison  :  (oc^m  G',,     (a2)»iC'2,     G3M(a3),     E4mE4. 

Exemple.  —  La  partie  du  profilomètre  Siégler  déjà  cité,  des- 
tinée à  faire  connaître  les  largeurs  d'emprise  et  les  longueurs  de 
talus,  rentre  dans  ce  type  d'abaque.  Ici,  les  graduations  (a,)  et(a2) 
sont  les  graduations  (z)  et  (0)  (jfig.  8),  la  droite  portant  la  gra- 
duation (z)  sert  à  la  fois  de  courbe  C3  et  d'élément  E4,  les 
courbes  C,  et  C2  sont  les  côtés  O'X'  et  O'Y'  de  l'angle  droit 
mobile  dont  l'élément  E',4  est  le  sommet  O',  enfin  les  points  (a'3) 
qui  sont  à  la  fois  des  points  (s)  et  Çk)  sont  distribués  sur  une  droite 
parallèle  à  O'Y'. 

J[|.    —   Equations  a  f\   variables. 

9.  Pour  les  équations  à  f\  variables,  tous  les  genres  possibles 
sont  donnés  par  le  Tableau  suivant  : 


r,+  .... 

OH() 

Oi-U) 

0  h  0 

il,.... 

()H() 

O  MO 

OH() 

nu- 

1  H  0 

oh  0 

0  h  0 

IV4.... 

OH  i 

()HO 

OM() 

\  ...... 

2 H  2 

O  HO 

OMO 

OHO 

VI4.... 

I  H  0 

o»-»o 

O  HO 

VII,.... 

2  H  [ 

O  H  I 

OHo 

OH(> 

V1II4.... 

'2M() 

0  H  0 

OH() 

I\,.... 

2  H  O 

]  H  I 

o*-<  () 

OHO 

1  MO 

1  H  0 

0  HO 

M,.... 

2  H  0 

1  h  0 

OH  1 

O  H() 

XII,.... 

2  H  0 

0  h  1 

O  H  () 

()H  0 

XIII,.... 

2  H  o 

0  H  l 

OH  l 

0  H() 

XIV4.... 

I  H  1 

0  HO 

OHO 

XV,.... 

1  H  0 

[  HO 

OHO 

XVI4.... 

1  M  0 

OH  I 

O  H  0 

XVII,.... 

1  H  0 

1  H  0 

1  H  0 

\\  III,.... 

1  M  O 

l  H  0 

1  H  0 

0  H  | 

\l\(... 

|MQ 

1  h  0 

O  H  | 

O  H  | 
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La  Remarque  I  du  n°  h  rsi  applicable  aux  genres  [4,  II/,, 
el  \  1,  la  Remarque  II  à  tous  les  autres,  à  [exception  des  trois 
derniers  auxquels  s'applique  la  Remarque  III.  Les  abaques  à 
j  variables  ne  comportant  comme  éléments  cotés  que  des  points  à 
une  cote  appartiennent  donc  aux  seuls  genres  \\ll,.  \\lll-, 
el  \l\,. 

Nous  allons,  comme  <l;nis  le  cas  de  Lrois  variables,  examiner 
quelques  cas  particuliers,  mais  nous  devons  auparavant  présenter 
cette  observation  capitale  que  le  1  \  j ><•  général  d'équation  corres- 
pondant à  chacun  <\<>*  dix-neuf  genres  ci-dessus  présente  un  ca- 
ractère fonctionne]  spécial.  En  d'autres  termes,  on  ne  saurait,  au 
moyen  de  deux  plans  superposés  à  éléments  cotés,  représenter 
une  équation  à  \  variables  <o  elconque. 

10.  Dans  le  genre  \  (,  où  les  deux  plans  se  réduisent  à  un  seul, 
puisque  trois  contacts  entre  éléments  sans  cote  s'opposent  à  tout 
déplacement  relatif,  supposons  que  l'un  des  systèmes  à  deux  cotes 
soit  constitué  par  des  poinls  (a,,  [j(),  l'autre  par  des  droites  pa- 

Fig.  11. 


rallèles  (a'4,  [6\).  Nous  obtenons  ainsi  un  abaque  du  type  repré- 
senté par  la  fig.  1  1  ,  applicable  aux  équations  de  la  forme  (') 

/(«,,  Pi)=?(«i,  p;>. 

Le  genre  VIII4  comprend  les  abaques  ainsi  constitués  : 

Plan-:  Deux  éléments  à  deux  cotes  (at,  [3,),  (a2,  (32);   dcu\  éléments 
sans  cote  E3,  E4. 

Plamz' :  Quatre  éléments  sans  cote  E\,  E'2,  E'3J  1/'.. 

Mode  de  liaison  :  (a,.  (J^mE'j,     (a2,  |32)mE2,     E3«E'3,      E^mE^. 


(  '  )  Nomographie,  p.  i«). 

XXVI. 
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Exemple.  —  M.  G.  Pesci  a  proposé  un  type  d'abaque  repré- 
senté par  la  fig.  i  2  qui  se  déduit  du  genre  précédent  ainsi  qu'il 
suit  : 

(sti,  Pi)sspoint(ai,  Pi),         (a2,  ?2)=  point(a2,  [J2),         Ea       E4      point 0, 

e;  =  e;  =  axe  o'X',      e;  =  e;  =  ô'Y\ 

Un  tel  type  d'abaque  s'applique  à  toute  équation  de  la  (orme 
Si,  dans  le  sous-genre  VIII'4,  on  suppose  les  trois  cercles  con- 


centriques réduits  à  une  même  droite  A',  l'élément  non  coté  du 

Fie.  i3. 


plan  -  élanl  un  point  O  et  ses  éléments  à  doux  cotes  des  points 


(y.,,  pi)  el  ('/_.,  pa),  on  obtienl  le  type  représenté  par  la  fis.  i3, 
également  proposé  par  M.  Pesci,  el  qui  s'applique  aux  équations 
de  la  forme 

/i(ah  ;■!,  )o,,  v.    .        -rl,  7,.  ;;.  i  /'. (a 

Les  abaques  hexagonaux   el  l<is  abaques  â  points  alignés  p 

î  variables  se  déduisenl  respectivemenl  du  genre  V,  el  du  sous- 
genre  V  comme  ceux  pour  3  variables  onl  été  déduits  de  \  I .  et 
de  \  \.r  Les  figures  correspondantes  s'obtiendraient  en  remplaçant, 
sur  iesjîg.  6  el  <),  l'un  des  systèmes  de  points  à  une  cote  par  un 
système  de  points  à  deux  cotes. 

11.  De  même  que  pour  les  équations  à  3  variables  nous  avons 
fait  voir  comment  un  procédé  particulier  (n°  7,  Ier  Exemple) 
pouvail  se  rattacher  à  notre  classification  générale,  nous  allons 
examinera  ce  point  de  vue  le  procédé  de  M.  Massau  pour  la  réso- 
lution de  l'équation  complète  du  troisième  degré  |  '  | 

z:i  4-  nz2-h pz  -+-  (j  =  (). 

Considérons  sur  un  plan  la  parabole  P,  enveloppe  des  droites 
dont  l'équation  cartésienne  esl 

z'1  —  zx  -.- y  =  o, 

et  prenons  dans  son  plan  le  point  M  dont  les  coordonnées  son! 
x  =  n  —  qyy=p  (fig.  i  \). 

Cela  fait,  déplaçons  un  angle  droit  de  façon  que,  son  sommet 
décrivant  la  droite  x=  /?.  son  coté  O  X'  passe  constamment  par 
le  point  M.  Lorsque,  dans  ce  déplacement,  le  coté  O'Y'  devienl 
tangent  à  la  parabole  P,  la  cote  de  la  droite  (z)  avec  laquelle  il 
coïncide  est  une  racine  de  l'équation  proposée. 

Pour  elasser  ce  procédé  parmi  les  abaques,  il  suffit  :  î"  de  con- 
sidérer le  point  M  comme  défini  par-  les  deux  cotes  n  —  q  et  p  ; 
2°  d'inscrire  la  valeur  de  chaque  cote  z  à  côté  du  point  de  tan- 
gence  sur  P  de  la  droite  (z)  correspondante. 

On  voit  alors  immédiatement  que  Ton  a  affaire  à  un  abaque  du 

(')  Mémoire  sur  l'intégration  graphique,  Livre  III,  p.  28.  On  trouvera  dans 
notre  Vomographie  (p.  Si)  un  abaque  beaucoup  plus  -impie  pour  la  môme 
équation,  construit  d'après  la  méthode  des  points  alignés. 
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genre  X...  Un  tel  abaque  est,  en  effet,  ainsi  constitué  : 

Plan  tc  :  Un  clément  à  deux  cotes  (a1}  (3t);  deux  éléments  à  une  cote  (a8) 

et  («3);  un  éléuienl  sans  cote  E4. 
Plan-'  :  Quatre  éléments  sans  cote  K\ ,  E'2,  E'3,  K'4. 
Mode  de  liaison  :  (a,,  (3,)>-iE'n     (a^ME'gj     (a3)»HE/g,     E^mE^. 

Fig.   14. 
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Pour  obtenir  le  procédé  Massau  ci-dessus  il  suffit  d'opérer  les 
identifications  que  voici  : 

(a,,  Pi)=  point  (n  —  g,  p),         (  a,  )==  droite  (n), 

(a3)==  point  (-s)         E4=  parabole  P, 

E'j  =  axe  O'X',         E'2  =  point  O',         E'3  =  E'4  ==  axe  O'  Y'. 

12.  Considérons  maintenant  les  abaques  à  4  variables  dont  les 
seuls  éléments  cotés  soient  des  points  à  une  cote.  Nous  avons 
déjà  dit  au  n°  9  qu'ils  dérivent  des  genres  XVII  »,  XVIII4  et  XIX,. 


A.    Genre  XVII4.  —  L'abaque  (fig.  i5)  est  ainsi  constitué  : 
Plan  tz  :   Quatre  systèmes   de    points  à  une  cote   (a,),   (as),   (a3),   (a4). 
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VI (in  - '  :  Quatre  courbes  sans  cote  I  ! \ ,  Cj,  { ■',.  I 

)/<>(/<■  de  liaison  :  (aj  )  m  Ci ,     («j  )w  Cj,    l  a .  i  w  (  ! ,      I  a ,  |  m  I  '•'-,  ■ 

Si  les  courbes  G'.,  Cl,  Ci,  C.  se  confondent  en  une  seule,  on  ob- 
i ient  les  abaques  à  transversale  quelconque  <!<•  M .  (  lœdseels  ('). 

B.  Genre  \\  UI4.  -     L'abaque  {fig>  i6)  «-si  ainsi  constitué  : 

Plan  -  :  Trois  systèmes  <!<•  points  è  une  cote  (  a,  i.  I  a,  i.  («s);  une  courbe 
sans  cote  (  '•■, . 

Planiz':  Un  système  de  points  à  une  cote  («i);  trois  courbes  sans  cote 

C     C    c 

Mode  de  liaison  :   (a,)MC',,     («j)m  C',,     (x^hC!,.      C..»-i(a',  ;. 

Si  la  courbe  C,  se  confond  avec  le  support  du  système  (a<)  et 

Fie.  i<i. 


(a,)/      (a2)/      (cx3)y  cj 


les  courbes  C, ,  Ci,  C!{  avec  le  support  du  système  (a',()  on  obtienl 


Fil 


le  type  représenté  par  \zftg-  17,  qui  a  été  également  proposé  par 
M.  Gœdseels. 


<  ')  Loe.  cit. 


:;<s  — 
C.   Genre  XIX.,.  —  L'abaque  {fig.  18)  esl  ainsi  constitué  : 

Plan  -  :   Deux  systèmes  de  points  ;i   une  cote  i  7,  |  el  (oc2);  deux  courbes 
sans  cote  (  1:!  et  C4. 

Plaint':   Deux  systèmes  de  points  à  une  cote  («3)  et  (**);  deux  courbes 

sans  cote  C,  et  G'.,. 

l/oofc  de  liaison  :  («OmC, ,     (a2)i-tC'2,     C3i-i(a'(),      0^(7.',  i. 

Si  la  courbe  C3  se  confond   avec  le  support  du  système  (a,), 

Fig.  .s. 


C-,  avec  celui  de  (a2),  C\  avec  celui  de  (a'3),  C!,  avec  celui  de  (a'4). 

Fig.    i(|. 


on  obtient  le  type  représenté  par  \a  fig.  19,  encore  proposé  par 
M.  Gœdseels. 

13.  Nous  ferons  enfin  remarquer  que  Ton  peut  encore  obtenir 
des  types  d'abaques  à  jï  variables  de  la  façon  suivante  :  Consi- 
dérons un  type  d'abaque  à  m  variables  (m  >►  n)  et  supposons  que 
nous  prenions  pour  ni  —  n  -f-  1  des  variables  qui  v  figurent  des 
valeurs  égales  entre  elles.  Nous  obtiendrons  ainsi  la  représen- 
tation d'une  équation  à  //  variables,  mais  ce  sera  en  réalité  au 
moyen  d'un  abaque  à  m  variables. 
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Il  esl  d'ailleurs  essentiel  de  remarquer  que  lune  des  variables 
entrant  dans  Vèquation  ne  peut  (à  moins  que  l'on  n'opère  par 
lâtonnements  |  être  prise  comme  inconnue  que  si  elle  ne  corres- 
pond sur  Vabaque  qu'à  un  seul  système  d'éléments  cotés. 

La> anlage  qu  d  pourra  v  avoir,  le  cas  échéant,  à  recourir  à  un 
ici  mode  de  représentation  tiendra  à  la  possibilité  de  substituer  ;• 
un  diagramme  sur  lequel  Ggureraienl  des  courbes  cotées,  un  autre 
diagramme  mu-  lequel  les  seuls  éléments  cotés  seront  des  points  à 

une  COte. 

Comme  exemple  d'une  telle  méthode  nous  citerons  celle  de 
M.  Beghin  (*)  :  considérons  sur  un  plan  quatre  systèmes  de  points 

à  une  cole  (a,),  (a2),  (a3)  el(a')j   et  appliquons   sur  ce  plan  un 
transparent  portant  une  série  de  droites   parallèles  {fig.  20).  Si 


l'on  fait  passer  une  de  ces  droites  A'0  par  les  points  (a,)  et  (a2), 
une  autre  A'  passera  par  le  point  (a',)  et  cette  droite  A'  coupera 
alors  la  quatrième  échelle  en  un  point  dont  il  suffira  de  lire  la 
cote  a:5.  On  voit  que  le  point  a',  peut  être  considéré  comme  fixant 
la  cote  de  la  parallèle  A',  en  vertu  de  la  remarque  qui  termine 
le  n°  3.  C'est  donc  là  un  abaque  à  alternance  pour  lequel  la  cote  y.\ , 
quoique  inscrite  sur  le  plan  tc,  se  réfère  au  plan  rJ,  et,  suivant  la 
convention  faite  dans  la  remarque  citée,  cet  abaque  pourra  être 
dénoté  de  la  façon  suivante 

(a,)HiA'0,     (a2)wA'0,     («s)*-'(a/1  ),     »«-«»■ 


(')  Génie  civil)  .']  décembre  1892. 
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C'est  donc,  en  somme,   un    abaque   du    sous-genre  XV4  (n"9)  à 
alternance.  Il  s'applique  aux  équations  de  la  forme 

Si  l'on  donne  à  a,  et  à  a',  des  valeurs  égales  on  obtient  la  mé- 
thode de  M.  Begliin  applicable  aux  équations  à  3  variables  qui 
rentrent  dans  le  type  précédent  lorsque  Ton  y  fait  af  =  a/|.  Cet 
auteur  a  précisément  imaginé  cette  méthode  pour  représenter 
uniquement  au  moyen  de  systèmes  de  points  à  une  cote  une  équa- 
tion de  forme  particulière  (loc.  cit.). 

IV.  —  Plans  superposés  en  nombre  quelconque. 

14.  Une  étude  analogue  pourrait  être  entreprise  en  ce  qui  con- 
cerne la  superposition  non  plus  de  deux  mais  d'un  nombre  quel- 
conque de  plans.  Elle  dériverait  encore  du  principe  général  énoncé 
au  début  de  ce  Mémoire,  de  la  façon  suivante  :  le  plan  tc  étant 
considéré  comme  fixe,  la  position  du  plan  tc'  sera  définie  par  les 
contacts  de  trois  de  ses  éléments  avec  trois  éléments  pris  sur  le 
plan  7r  ainsi  que  cela  a  été  expliqué  au  n°  2.  Ces  plans  étant  ainsi 
rendus  solidaires  l'un  de  l'autre,  nous  représenterons  leur  en- 
semble par  (tc,  tc'),  et  nous  définirons  ensuite  la  position  du  plan  tc'' 
par  les  contacts  de  trois  de  ses  éléments  avec  trois  éléments  ap- 
partenant à  l'ensemble  (tc,  tu'),  c'est-à-dire  pouvant  indifféremment 
faire  corps  avec  le  plan  iz  ou  avec  le  plan  tc'.  De  même,  trois  nou- 
veaux contacts  fixeront  la  position  du  plan  tc"7  par  rapport  à  F  en- 
semble (tc,  tc',  tc"),  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  plan  rSm) .  On  pourra 
alors  constater  qu'il  se  sera  produit,  en  dehors  des  3 m  contacts 
ayant  servi  à  définir  l'ensemble  (tu,  tc',  t:'',  ...,  Tc(m)).  un  dernier 
contact  entre  un  élément  pris  sur  le  plan  tS'u)  et  un  élément  ap- 
partenant à  l'ensemble  (tc,  tc',  tc",  ...,  T3(m_,)).  De  là  résultera  un 
abaque  de  l'équation  par  laquelle  se  trouvent  liées  les  cotes  des 
6m  H- 2  éléments  intervenant  dans  les  [\  ni -\-  i  contacts  dont  il 
vient  d'être  question. 

Il  n'y  a  évidemment  aucun  intérêt  pratique  à  envisager  d'une 
manière  générale  des  abaques  obtenus  par  superposition  d'un 
grand  nombre  de  plans,  mais  cette  extension  permet  de  faire  ren- 
trer dans   la   théorie  générale   certains    abaques  qui    ne  peuvent 
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être  obtenus  par  la  ^ i m j > l< •  superposition  de  deux  plans,  à  savoir 
ceux  (jin  comportent  plus  de  deux  systèmes  <l  éléments  variables 
le->  uns  par  rapport  aux  autres.  Nous  allons  en  indiquer  quelques 
exemples. 

lo.  Premieb  exemple.  Supposons  qu'une  équation  à  quatre 
variables  '/, ,  x2,  ?-::,?-'■  résulte  de  l'élimination  d'une  variable  auxi- 
liaire '/  entre  deux  équations  de  la  forme 


/  ( %  )       o  (oc)      ty  ( a ) 

/i(*i)   ?i(*i)   <WOi) 

/*(«*)       ?*(«*)       ^2(^2) 


o, 


/'    17)  f    |   7  )  l|/     l   7.  | 

f,  (  a;!  )     ®3  (  a,  )     <|/8  (  a8) 

7'.,i7v)     <?4(a4)     'V.ia.j 


Chacune  de  ces  équations  donnera  lien  à  un  abaque  à  points 
alignés  (n°  8,  B,  Ex.).  Nous  pourrons  construire  ces  deux  aba- 
ques sur  un  même  plan  en  faisant  coïncider  leurs  échelles  (a) 
([ii i  sont  identiques-  de  plus,  comme  la  valeur  de  la  variable 
auxiliaire  a  n'intervient  pas,  nous  n'aurons  pas  à  marquer  la 
graduation  correspondante  dont  il  nous  suffira  de  tracer  le  sup- 
port qui  sera  une  certaine  courbe  C. 

Dès  lors  le  mode  d'emploi  de  l'abaque,  si  la  variable  x4  est  prise 
pour  inconnue,  sera  le  suivant  :  Une  droite  D12  passant  par  les 
points  (a,)  et  (a_,  )  coupe  la  courbe  C  en  un  point  V  ;  lu  droite  D34 
passant  par  le  point  V  et  le  point  (a3)  coupe  la  dernière  échelle 
au  point  (a4). 

On  peut,  pour  réaliser  ce  mode  d'emploi,  se  servir  d'une  droite 
mobile  (fil  tendu;  index  sur  un  transparent)  qu'on  fait  coïncider 
successivement  avec  la  droite  D{>  et  la  droite  D3/|  en  la  faisant 
pivoter  autour  du  point  V  qui  est  dit  le  pivot.  La  courbe  C  est 
dite  de  même  courbe  des  pivots,  et  l'abaque  peut  être  désigné 
comme  un  abaque  à  pivotement  (').  Mais  on  voit  (pie  le  mode 
d'emploi  d'un  tel  abaque  peut  encore  être  réalisé  au  moyen  d'une 
droite  D, .,  tracée  sur  un  premier  transparent?:'  et  d'une  droite  D!J, 
tracée  sur  un  second  transparent  rJ'.  Cela  montre  que  cet  abaque 


(')  \011s  avons  déjà  en  occasion  de  faire  construire  un  certain  nombre  d'aba- 
ques de  ce  genre,  le  type  d'équation  auquel  ils  s'appliquent  étant  très  fréquent 
dans  la  pratique.  On  en  trouvera  notamment  une  application  à  la  nouvelle  foi- 
mule  de  M.  Bazin,  relative  à  l'écoulement  de  l'eau  dans  les  canaux  découverts, 
dans  la  livraison  du  1e1  trimestre  1898  des    [finales  des  Ponts  >■/  Chaussées. 
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appartient  à  la  catégorie  de  ceux  qui  sont  obtenus  au  moyen  de 
(rois  plans  superposés.  Pour  mettre  en  évidence  le  rôle  symétrique 
que  jouent  ici  les  quatre  variables,  l'abaque  pourra,  avec  les  no- 
tations définies  dans  la  Section  1  de  ce  Mémoire,  être  dénoté 
comme  suit  : 

(  «i  )  m  IV. .,,         (a«)  m  I)'.  ,,  >j  w  »  i 

(a,)nDS4ï         («»)nD54,         dm>) 

(D'12,  Dg4)  désignant  le  point  commun  aux  droites  D',.,  el  DJ4. 

Second  exemple. —  L'abaque  à  échelles  mobiles,  construit  par 
M.  Lallemand  pour  le  calcul  de  la  correction  des  erreurs  de  divi- 
sion des  mires  dans  les  nivellements  de  précision  ('),  fournit  un 
exemple  d'abaque  à  quatre  plans  superposés. 

Il  comprend,  en  effet  :  i°  un  plan  tc  portant,  sur  deux  arcs  de 
cercle  de  centres  O,  et02,  des  graduations  (•/.,)  et  (uu)  correspon- 
dant aux  indices  de  compensation  des  deux  mires,  et  une  règle- 
guide  dont  le  bord  sera  désigné  par  OY;  2°  deux  disques  rJ  et  t" 
mobiles  respectivement  autour  des  points  fixes  O,  et  O^  et  por- 
tant, outre  des  index  O'Y7  et  C'Y",  des  courbes  graduées  (H') 
et  (H")  correspondant  aux  leclures  faites  respectivement  sur  les 
deux  mires;  3"  un  transparent  (en  celluloïd)  tJ"  dont  un  bord 
rcctiligne  OwYw  glisse  le  long  de  OY,  et  sur  lequel  sont  tracées 
des  droites  parallèles  graduées  (Ew)  dont  les  cotes  représentent  la 
correction   cherchée,    la  droite   de  cote  o  étant   prise  comme  axe 

owxw. 

Le  mode  d'emploi  de  l'abaque  est  le  suivant  :  Ayant  arrête  les 
disques  dans  des  positions  telles  que  les  index  O'Y'  et  0"\" 
marquent  sur  les  graduations  (y.,)  et  ( *x2)  les  valeurs  des  in- 
dices de  compensation  des  mires r  on  amène  Vaxe  0"rX.'"  du 
transparent  à  être  langent  à  la  courbe  (IL)  dont  la  cote  est  la 
lecture  faite  sur  la  première  mire.  La  courbe  (H"),  dont  la 
cote  est  la  lecture  faite  sur  la  seconde  mire,  est  alors  tangente 


(')  Nivellement  de  haute  précision,  par  AI.  Ch.  Lallemand,  clans  Y  Encyclo- 
pédie  des  Travaux  publics  (p.  i49  ('u  tirage  à  pari).  Le  lecteur  fera  bien,  pour 
suivre  l'explication  donnée  ici,  de  recourir  à  un  croquis  schématique  fait  en 
quatre  couleurs  correspondant  respectivement  aux  quatre  plans  ~.  -',  ~'\  -". 


à  une  des  parallèles  (E    i  du  transpavent }  dont  ta  cote  est  (a 

correction    dciiouni 

Si    nous    prenons    sur    les    |)l;ms    —'  cl   tz'  des  axes  <  )  V  et  0    \ 

quelconques,  nous  voyons  que  la  notation  de  l'abaque  esl  dès  lors 
la  sui  v;ii)  te  : 

OiwO'  X',  OjmO'  Y',         i  [x,  hO'  V, 

Oj«0"    \".  l),Hl)"\,  l,)MO'f, 

o  h()'"V".  ï   m  0'"}    .         (H')m  0"  \ ".         (H*)w  i  l. 

Autres  exemples.  —  Dans  son  Mémoire  déjà  cité,  \l.  Gœdseels 
signale  certains  types  d'abaques  à  plusieurs  transversales  qui  peu- 
venl  encore  être  considérés  connue  résultant  <lc  la  superposition 
de  plusieurs  plans. 

Enlin,  divers  Ingénieux  instruments  de  calcul,  dus  à  M.  F.-J. 
Vacs,  se  ramènent  immédiatemenl  aussi  aux  abaques  à  plusieurs 
plans  superposés,  notamment  une  règle  à  glissières  servant  au 
calcul  d'une  formule  de  traction  des  locomotives  ('). 

Nous  reviendrons  avec  plus  de  détail  sur  ces  divers  points  dans 
le  Traité  de  Nomographie  que  nous  préparons  en  ce  moment. 


SUR  LES  SURFACES  N'AYANT  QU'UN  COTÉ 
ET  SUR  LES  POINTS  SINGULIERS  DES  COURBES  PLANES; 

Par  M.   N.   Délai  nay. 

1.  M.  Darboux  donne,  dans  ses  Leçons  sur  la  Théorie  géné- 
rale des  surfaces  (t.  T,  nos231,232),  des  indications  très  intéres- 
santes sur  les  surfaces  telles  cpie  le  sens  de  la  normale  se  trouve 
changé  quand  on  revient  au  point  de  départ,  après  avoir  parcouru 
un  chemin  réel  convenablement  choisi. 

C'est  Môbius  qui  a  le  premier  remarqué  l'existence  de  ces  sur- 
faces n  ayant  qu'un  côté. 

La  propriété  essentielle  de  ces  surfaces,  de  n'avoir  qu'un  seul 
coté,  présente  par  elle-même  un  caractère  paradoxal.  Mais  l'ap- 
parence paradoxale  de  quelques  questions  scientifiques  a  été  sou- 


V)  La  description  de  celle  règle  a  paru  dans  le  Recueil  hollandais  De  Ingénieur 
numéros  des  i o  cl  \-  ;i\  ril  1 897  ). 
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vent  la  source  de  nouvelles  idées.  Par  cela  même,  les  surfaces 
n'ayanl  qu'un  côté  doivent  attirer  l'attention  des  savants. 

Dans  la  présente  Note  j'essaye  de  poser  les  équations  générales 
de  ces  surfaces,  lorsqu'elles  sont  réglées,  et  de  les  définir  géomé- 
triquement d'une  manière  générale,  lorsqu'elles  sont  dévelop- 
pantes. Nous  verrons  que  ces  questions  se  rattachent  à  la  lliéorle 
des  points  de  rebroussement  des  combes. 

Mais,  avant  d'aborder  de  plus  près  ces  questions,  je  tâcherai  de 
donner  ymc  représentation  sensible  des  surfaces  n'ayant  qu'un 
côté,  par  des  dessins  de  modèles. 

Prenons,  par  exemple,   une  bande  de   papier  abb' a'  {fig-    i). 


Fij 


V 


On  peut  aisément  faire  une  surface  cylindrique  en  collant  le 
bord  a' b'  au  bord  ab.  Mais,  si  avant  de  coller  les  bords  l'un 
à  l'autre,  on  applique  une  torsion  à  la  bande,  on  pourra  coller  le 
bord  a' b'  au  bord  ab  de  telle  manière  que  le  point  a'  vienne  en  b 

Fig.  2. 

E        6  n,  2  B 


et  que  U  vienne  en  a,  et  qu'ainsi  le  sens  de  a' b'  se  trouve 
changé.  On  obtient  de  la  sorte  une  surface  développable  qui  n'a 
qu'un  côté,  comme  on  le  voit  en  parcourant  un  contour  fermé 
mnpqm  qui  est  dessiné  {fig-  >)  ponctué  en  ses  parties  visibles  à 
Iravcrs  la  bande. 


(  loupons  dans  une  feuille  de  papier  une  bande  en  (or nu-  <l  anneau 
limité  par  deux  circonférences  concentriques  (fig*  3).  Faisons 


Kie.    ;. 


nue  coupure  radiale  ab  et  recollons  la  bande,  en  ayanl  soin  (jne  le 
point  (/'  vienne  en  b  et  <[uc  le  point  //  vienne  en  a.  Nous  obtenons 
parce  procédé  un  autre  modèle  {fig-  \)  dune  surface  dévelop- 
pable  n'ayant  qu'un  côte. 

Fig.  î- 
h 


Avant  d'approfondir  la  question,  arrêtons-nous  sur  quelques 
propriétés  singulières  de  ces  surfaces. 

(t.  La  bande  de  la  fig.  'i  est  limitée  par  un  seul  contour  con- 
tinu ABC  DEF  A. 

b.  Par  cela  même  une  coupure  suivant  la  I i i^ n c  mnpq^  qui  ne 
coupe  pas  le  contour,  ne  tranche  pas  L'anneau  en  deux  :  après 
avoir  fait  cette  coupure,  on  obtient  un  seul  anneau  plus  grand  que 
l'anneau  primitif. 
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c.  Traçons  une  ligne  i  2  3  ,\  5,  parallèle  au  bord  de  Panneau. 
Nous  ne  revenons  pas  au  point  de  dépari  après  avoir  parcouru  un 
tour;  pour  revenir  en  i ,  il  faut  parcourir  encore  le  chemin  5  6  781. 

d .  Lorsque  nous  tranchons  L'anneau  suivant  la  ligne  1  2  34  5  67  81, 
nous  obtenons  une  chaîne  à  deux  chaînons  dont  l'un  est  plus  grand 
et  plus  mince  que  l'autre. 

e.  Ces  surfaces  ont  quelque  analogie  avec  la  surface  de  lîicmann 
à  deux  feuillets  :  sur  la  surface  de  Riemann  on  peut  passer  d'un 
point  (5,  i/\  )  du  feuillet  supérieur  au  point  ( z%  u2)  du  feuillet  in- 
férieur; sur  la  surface  à  un  côté,  on  peut  passer  d'un  points,  qui 
se  trouve  .s7//"  la  surface,  au  point  m  qui  se  trouve  sous  la  surface 
sur  la  même  normale. 

2.  Voyons  maintenant,  de  plus  près,  Je  mode  de  génération  de 
ces  surfaces  par  le  mouvement  d'une  génératrice  rectiligne. 

On  voit  que,  pour  engendrer  une  surface  à  un  côté,  la  généra- 
trice a' b'  doit  la  parcourir  une  fois,  après  quoi  la  génératrice  vient 
s'appliquer  à  sa  position  initiale,  mais  en  sens  contraire  (ren- 
versée). Et  c'est  seulement  après  avoir  parcouru  la  surface  une 
seconde  fois  que  la  génératrice  vient  s'appliquer  à  sa  position 
initiale  dans  le  même  sens.  Nous  voyons  donc  que  les  surfaces 
réglées  n'ayant  qu'un  côté  sont  doublement  engendrées. 

Considérons  une  génératrice  rectiligne,  et  prenons  sur  celte 
génératrice  deux  points  a!  et  //  situés  à  une  distance  constante  m 
l'un  de  l'autre.  Soient  xs,  Vi ,  ~i  les  coordonnées  du  point  a' et 
.-To,  j)'o ,  z2  celles  du  point  b '.  Soient 

(1)  a?i=/(0.        JKt=F(0,        *i  =  ?(Ô 

les  équations  du  mouvement  du  point  a\  et  /.  le  temps  pendant 
lequel  la  génératrice  parcourt  la  surface  une  fois  pour  revenir 
renversée  à  sa  position  initiale.  Après  avoir  parcouru  la  surface 
une  seconde  fois,  la  génératrice  reviendra  à  sa  position  initiale 
ainsi  que  a'  reviendra  en  a  et  //  en  b.  Ainsi,  après  le  temps  /,-,  le 
point  a'  vient  en  b  et  b'  en  a  ;  les  coordonnées  du  point  b'  sont 
donc 

et  les  fonctions  /',  F  et  o  sont  des  fonctions  périodiques  ayant  la 
période  commune   >.k. 
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(  loin  nie  la  génératrice  passe  par  les  points  a!  el  //.  ses  équations 

sonl 

./•      f(J)  y       l'i/i  s       y(Q 

x  ~    f\  l    |    /  i         i         I  ,  /       /  ,        s        tpi  /       /  , 

(|u  on  peul  transformer  en  celles-ci 


• 


./•-/,/)  ,       ?{t) 


./'■  /       k)-  -/<  i )        l-'i  /    •    /  \—F(t  i        »(  /    ..  /  ,      ?(/; 


La  distance  « '//  es!  supposée  égale  à  m.  d'où  L'équation  de  con- 
dition 


(:i)  |/(/h- />)•-. /'t/)|'  -  [Im  /  i  /.—  !•'(/,  |-  ,  [y(t      k)    -<p(*)]'2 


/// 


Il  faut  cependanl  remarquer  que  le  renversement  de  la  généra 
trice    peul  se    produire   aussi    sur  des  plans  et  sur   les    surfaces 
coniques  n'avant  qu'une  nappe. 

Néanmoins  nons  pouvons  énoncer  ce  résultat  : 

Théouème  J.  —  Les  surfaces  réglées  à  un  coté  sont  engen- 
(//■ces  jxir  le  mouvement  de  la  génératrice  dont  les  équations 
ont  la  forme  (2)  et  dans  ces  équations  f,  F  et  0  sont  des  fonc- 
tions périodiques  ayant  pour  période  :>./,.  Ce  mode  de  géné- 
ration peut  cependant  donner  aussi  des  plans  et  des  cônes  à 
une  nappe. 

3.  Pour  faire  l'application  de  ce  théorème,  il  faut  se  donner 
explicitement  les  fonctions  /',  0  et  F.  Prenons  comme  exemple 

/'(  /  )  =  2  sia  /  COS/    -  sin  /. 
F  (£)=  2  cos2  /  -+-  COS  /, 
o(t)=  sin2/. 

La  période  commune  de  ces  fonctions  est  2~,  donc  /,  =  n  (pour 
sin2*  la  période  est  t,  mais  cela  n'empêche  pas  le  renversement  de 
la  génératrice). 

Les  équations  (2)  donnent 

x  —  (2  cos£  -h  i)sini       y —  (200s?  -+-  i)cos/        c  —  sin-/ 
—  2  sin  /  —  2  cos  /  o 

ou  bien 

i  sin*f,  '-• 

-111/         cos/ 
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En  combinant  (4)  et  (5),  on  obtienl 

>i      z2)  =  *r2, 

équation  de  la  surface  mentionnée  par  M.  Darboux  comme  n'ayant 
qu'un  côté  (/oc.  cit.,  n°  231)  ('). 

I.  Proposons-nous  cette  question  :  Quel  caractère  doit  avoir 
V arête  de  rebroussement  des  surfaces  développables  rC ayant 
qu'un  côté? 

Il  ne  faul  pas  perdre  de  vue  que  la  génératrice  revient  renversée 
à  sa  position  initiale  après  n'avoir  parcouru  la  surface  qu'une  fois. 
Pour  cela,  il  suffît  que  l'arête  de  rebroussement,  étant  une  courbe 
fermée,  ait  un  nombre  impair  de  points  singuliers  qui  soient  des 
points  de  rebroussement  ou  des  points  doubles  à  tangente  double. 

En  efTet,  considérons  une  courbe  (Jig>  6)  ayant  un  point  de 
rebroussement,  et  la  tangente  a'  b'  qui  parcourt  cette  courbe  d'un»' 
telle  manière  qu'un  de  ses  points  c'  reste  sur  la  courbe.  Prenons 
sur  celte  tangente  deux  points  a'  et  b'  équidistants  du  point  c'.  La 
tangente  parcourt  la  courbe  à  partir  de  la  position  initiale  ab,  en 
avant  le  point  b'  en  avant.  Mais,  quand  c'  aura  dépassé  le  poinl  de 
rebroussement,  c'est  le  point  a'  qui  sera  en  avant,  et  la  tangente 
reviendra  renversée  à  sa  position  initiale.  En  chaque  poinl  de  la 

(')  En  posant   f(t)z=  cost)  F(£)  =  sin£;  »(£)  =  sin2<    on  aurait  obtenu  le 

Fis.   5. 


cylindroïde  de  Plucker  {fig.   >)  sur  lequel  on  voil  le  procédé  du  renversement  de 
la  général  rice  a'  b' . 


-  4!) 


courbe,  il  \  aura  deux  tangentes  superposées  L'une  à  l'autre  et  di- 


rigées <mi  sens  contraire. 


La  tangente  peut  aussi  se  renverser  après  un  passage  du  pointe' 
par  un  point  double  à  tangente  double  {fig.  7). 

Fig.   7. 


Dans  ces  deux  cas,  la  courbe  est  une  enveloppe  double  de  la 

ngente. 

Nous  pouvons  énoncer  ce  résultat  : 


Théorème  II.  —  Le  lieu  géométrique  des  tangentes  à  une 
courbe  fermée  gauche,  ayant  un  nombre  impair  de  points  sin- 
guliers, qui  sont  des  points  de  rebroussement  ou  des  points 
doubles  à  tangente  double,  est  une  surface  développable 
ri  ayant  qriun  coté. 

o.  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  numéros  précédents,  nous 
pouvons  énoncer  encore  un  autre  résultat  : 

Théorème  III.  —  Les  courbes  planes  ayant  un  nombre  impair 
xxvi.  4 
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de  points  singuliers,  qui  sont  <lcs  points  de  rebroussément  ou 
des  points  doubles  à  tangente  double,  sont  des  enveloppes  de 
la  droite  définie  par  l'équation 

X-/(Q  y--F(t) 

f(t+k)-f(t)  -  F(t  +  k)-F(t)' 

dans  laquelle  f  et  F  sont  des  fonctions  périodiques  ayant  une 
période  commune  ili,  et  liées  par  l'équation  de  condition 

[/(*-h*)-/(0]2+[F('+*)-F(OP=™2- 

Ce  mode  de  génération  peut  cependant  donner  aussi  un  point 
isolé,  parce  que  la  tangente  d'un  tel  point  (c'est-à-dire  la  droite 
passant  par  ce  point)  se  renverse  en  tournant  d'un  angle  de  i8o°. 

Ainsi,  les  points  singuliers  mentionnés  dans  le  théorème  III, 
lorsqu'ils  sont  en  nombre  impair,  agissent  sur  tous  les  points 
de  la  courbe  en  leur  impliquant  des  tangentes  doublées.  Pour 
faire  ressortir  le  doublement  de  ces  tangentes,  il  y  a  avantage  à 
définir  le  sens  de  chacune  d'elles  en  considérant  le  mouvement  de 
deux  de  ses  points.  C'est  en  cela  que  consiste  la  méthode  que 
nous  proposons. 

6.  Revenons  aux  surfaces.  Désignons  par  u  la  valeur  commune 
des  rapports  (2).  On  obtient  alors 

l  x  =  [f(t  +  k)-f(t)]u-+-f(tl 
(6)  K  =  [F(t  +  k)-F(t)]u+F(t), 

(    *  =  [ï(*  +  *)-'<p(0]M-H«p(0- 

Les  quantités  u  et  t  peuvent  être  envisagées  comme  des  coor- 
données curvilignes.  La  somme  des  carrés  des  coefficients  de  u  est, 
d'après  la  formule  (3),  égale  à  m-.  On  peut  poser  m  =  1 .  Alors  u 
désignera  la  longueur  portée  sur  chaque  génératrice  à  partir  de  la 
courbe  définie  par  les  équations  (1)  (Dauboux,  loc.  cit.,  n°  67). 

On  déduira  des  formules  (6)  l'expression  suivante  de  l'élément 
linéaire 

(  ;  )  ds*  =  du>  H-  2  D  du  dt      I  A  u?  4-  2 13//       G  i  dt*, 


—  .il 
où  A.  B,  (  <,  I)  sonl  des  fonctions  définies  par  les  formules 

\      [/'(<      /  i     /'(*)]■  [F'(i      /  i      !•"</ )M  [<p'0     /  i     ?'(/)]*, 

I  B      [/'(/      /.     f'(t)]f(t)      [F'(|   :   *)-F'(0]F'(0  i  [?'(/      /.     ?'(*)]?'(< 

(  D=[/(/  +  A-)-/(0]/'(0      [F(l      /»    -F(0]F'(0  +  [f(<  +  A:)     ?(*)]<? 

On  sail  qu'une  surface  esl  développable  (Darboux,  loc.  cit., 
n°  69)  lorsqu'on  a 

,    v     f'(t  +  *)-f'(t)  _  F'«-f-*)-F'(Q  _  f(t  +  A-)--f(t)  _  fl 
t9j  /'(O  F'(0  o'(t) 

En  différentiant  l'équation  (3)  on  trouve 

(  [/(«■*-*)-/(0][/,('-H*)-/,(0]  +  [F(<H-*)-F(0] 


Cette  équation  se  transforme  en 

(M) 


l/(«+*)-/(0]/'(0-H[F(«  +  A:)-F(ï)JFf(0 

-+-[<P(*-H*)-<P(0]«P'(0~0J 


en  vertu  des  conditions  (9)  lorsque  la  surface  est  développable. 
C'est-à-dire  que,  dans  le  cas  des  surfaces  développables,  on  a 
D  =  o,  et  la  courbe  u=  o  définie  par  les  équations  (1)  est  une 
des  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  (Dahboux,  loc. 
cit.,  n°  67).  L'élément  linéaire  prendra  la  forme 

ds*-  —  du?-  ■+-  (  Ah2+2Bm  +  G)  dt  - . 

où  A,  B,   C  sont  les  mêmes  que  dans  les  formules  (8).   Mais,  en 

transformant  ces  quantités  à  l'aide  des  conditions  (9),  on  obtient 

* 

(12)    ds*=du*4-[fru-+-z%û-t-i]\  [/'( *)]*-+-  [F'(0?  +  t?'(0]2  j  «&*• 

Rien  ne  nous  empêche  de  supposer  que  la  courbe  définie  par 
les  équations  (1)  est  parcourue  parle  point  (.rjO',,  Z\)  avec  une 
vitesse  constante  et  que,  pour  cette  raison, 

[/'(*)?+ [F'(*)]'  +  [?'(')]*='• 
Nous  pouvons  aussi,  el  même  avec  un  plus  haul  degré  de  gêné- 


-  52  — 
ralité,  poser 

(i3)  ^}|/'(0]2  +  [F'(0]2+[?'(0?j  =  «- 

Alors  l'élément  linéaire  prend  la  forme 

ds*-=du*--{-  j  w2+2WV/[7'(£)]2+[F'(OJ2-H?'(0]2 

+  [/'(0]2-KF'(012+[?'(0]2S^2, 
qui  revient  à 


(i,0  ds*=  du*+  j  u  -+-  •[/'(/)]»+  [F'(0]2+  [?'(0?  !2  <&*, 

et  les   formules  (28)  du  n°  70  de  la  Théorie   des  surfaces  de 
M.  Darboux  deviennent,   pour  les  surfaces   n'ayant  qu'un  côté, 

(  x  =  ucost—  f  \/[f  (t)\*  -±-  [F' (t)]* -+-[<?' (t)]*  sm  t  dt, 

(i5)         )  J     ' 

|  jK=Msin*H-   /V[/V)]2-+-  [F'(t)¥->r-[y'(t)\2costdt. 

Ces  formules  peuvent  servir  pour  appliquer  sur  un  plan  une 
surface  n'ayant  qu'un  côté. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE  DU   2  MARS  1898. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    LECORNU. 


Elections  : 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  : 

M.  Pelletreau,  présenté  par  MM.  Laisant  et  RafTy  ;  M.  Combe- 

biac,  présenté  par  MM.  Laisant  et  Gourtin;  M.  Vassilief,  présenté 

par  MM.  Laisant  et  Lecornu. 

Communications  : 

M.  Vicaire  :  Observations  sur  le    Traité  de    Mécanique  de 
Kirchhoff. 
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M.  i)()(.\cm;  laii  la  Communication  suivante  : 

Résumé  d'un  Mémoire  sur  les  équations  représcntables  par  trois 
systèmes  linéaires  de  points  cotés  <  '  |, 

[  n  système  linéaire  <l<'  points    cotés  (y.,)  r>\   défini   par  les 
équations 

m/a,        n,  />rJ-i   I    Qi 

il)  x—  ,  y— J    • 

r/a^-t-  Si  /-,y.i-\- .s, 

Si  r/=o,  auquel  cas  ces  équations  se  réduisent  à 

(0  x  =  mi*t-\-  n;,        y  =  picci-ï-  qi, 

le  système  est  dit  régulier,   parce  que  les   points  (a/)   forment 
alors  une  graduation  régulière  sur  ia  droite  qui  les  supporte. 

I /alignement  de   trois   points  choisis   dans   les   systèmes  (?!  ' 
(a2)j  (a3)  s'exprime  par  une  équation  de  la  forme 

(E)  Aa1a2a3-r-  B1a2a3-l-  B2a3ai  +  B3ai  a2-f-  Gtai-4-  G2a2-h  G3a3-|-  D  =  o. 

Réciproquement,  à  quelles  conditions  une  équation  de  la 
forme  (E)  exprime-t-elle  l'alignement  de  trois  points  pris  dans 
trois  systèmes  linéaires  réels  (at),  (a2),  (a3)? 

Ce  problème  est  traité  et  discuté  en  détail  dans  la  première 
Partie  du  Mémoire.  La  solution  peut  s'en  résumer  ainsi  : 

Si  l'on  pose 

F0  =  Bl  d  ■+-  B2  C2  -+-  B3  G3  —  AD, 
Ef  =  XCt  —  BjBk.     Fj  =  Fo— ftB/Cfc     G,=  B/D  — CyC*    (»,/,*  =  1,2,3) 

et  que  l'on  considère  les  trois  équations 

©/(  p  )  =  E;  p'  +F,-p+Gi=o  (  i  =  I,  2,  3  ), 

on  remarque  :   i°  que  le  binôme  caractéristique 

F?-4E;G;=A 

a  la  même  valeur  pour  les  trois  équations,   A  étant  le  discrimi- 
nant du  premier  membre  de  l'équation  (E)  rendu  homogène,  ce 

(')  Acta  mathematica,  t.  XXI,  p.  3oi. 
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qui  implique  que  ces  trois  équations  ont  ensemble  leurs  deux  ra- 
cines réelles  et  inégales,  égales  ou  imaginaires;  :>"  que  les  trois 

couples  de  racines  peuvent  être  répartis  en  deux  groupes  (V)  el 
(pv)  définis  par  les  égalités 

et 

4ï*'(p')= û9i(?l)= i^^1'- 

Cela  posé,  les  coefficients  des  équations  (i)  (pour  i  =  i,  2,  3) 
s'expriment  en  fonction  des  coefficients  de  (E)  par  des  formules 
où  les  0'  et  p"  entrent  linéairement.  On  en  conclut  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  (E)  soit  représen- 
table par  alignement  entre  des  points  pris  dans  trois  systèmes 
linéaires  est  que  le  discriminant  A  soit  supérieur  ou  égal  à 
zéro. 

Si  A>o,  les  droites  portant  les  trois  systèmes  linéaires  for- 
ment un  triangle;  si  A  —  o,  elles  sont  concourantes. 

Une  transformation homographique permet  toujoursderendre  un 
des  trois  systèmes  linéaires  réguliers,  c'est-à-dire  (pour  i=i ,  2  ou  3) 
d'amener  les  équations  (1)  à  la  forme  (i;).  Cette  transformation 
peut-elle  être  choisie  de  manière  qu'un  second  système  linéaire, 
voire  même  les  trois  deviennent  réguliers?  A  cette  question,  ré- 
solue dans  la  seconde  Partie  du  Mémoire,  la  réponse  est  : 

Les  trois  systèmes  peuvent  être  rendus  réguliers  à  la  fois 
lorsque  A  étant  nul,  ou  bien  les  quantités  En]  E2,  E3so/^  toutes 
trois  différentes  de  zéro,  ou  bien  deux  de  ces  quantités  sont 
nulles,  la  troisième  et  A  étant  ensemble  ou  nuls  ou  non  nuls. 

Si,  les  trois  quantités  E,,  E2,  E3  étant  nulles,  A  et  A  ne  le 
sont  pas,  un  seul  des  trois  systèmes  linéaires  peut  être  rendu 
régulier. 

Dans  tous  les  autres  cas,  on  peut  rendre  réguliers  simulta- 
nément deux  des  systèmes. 

La  principale  difficulté  algébrique  du  double  problème  ci- 
dessus  tient  à  la  considération  des  cas  où  une,  deux  ou  trois  (') 

(  '  )  Si  plus  de  trois  de  ces  racines  riaient  infinies,  elles  le  seraient  toutes  les 
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des  racines  p'el  préviennent  infinies.  (  )n  verra,  dans  !<■  M  ('•moire 
ici  résumé,  commenl  la  solution,  dans  ces  divers  cas,  a  pu  êtr< 
déduite  de  la  solution  générale,  grâce  à  une  méthode  spéciale  de 
passage  à  la  limite. 

M.  Le  Roi  \  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  l'intégrabilité  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  par  la  méthode  de  Laplace. 

Dans  un  précédenl  Mémoire  ('  )  j'ai  donné  certaines  conditions 
auxquelles  doivent  satisfaire.) es  coefficients  de  l'équation  du  second 

ordre 

d*z  dz        ,  dz 

I  I  » ; hflj       -\-  0 :      <  > 

Ox  Oy  Ox  Oy 

pour  que  colle  équation  soit  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace, 
dans  le  cas  où  a  et  b  sont  des  fondions  rationnelles  de  xcly. 
On  peut  appliquer  la  même  méthode  à  l'équation  générale 

.    N  <r-z  dz        ,  dz 

(2)  - — ; ha- \-b- — ha  =  o. 

dx  Oy  ox  Oy 

Soient  //  et  k  les  invariants  de  M.  Darboux 

Il  = hffO  —  c, 

Ox 

/        db  I 

K  = h-  au  —  c. 

Supposons  que  ces  deux  fonctions  admettent  une  ligne  de  pôles 

d'ordre  n  -+-  i  représentée  par  une  équation  analytique  y  =  9(jî). 

En  regardant  h  et  k  comme  des  fonctions  de  yy  on  pourra  écrire 

HoO'(^)       ,        11,0' 


'  K0Q'  K,')' 

-  (j-O)^i  "r(jr  — 6)»" 

II/,  K/  désignant  des  fonctions  de  .r. 


six,  ci  le  premier  membre  de  (  E)  se  décomposant  en  un  produit   de  facteurs  ne 
contenant  chacun  que  l'un  des  paramètres,  le  problème  n'existerai!  plus. 

(')  Annales  de  V Ecole  .Xormale,  i8g5. 


—  5(5  — 

Supposons  d'abord  «>i.  Les  invariants  // , .  //2,  ...  de  la  suite 
de  Laplace  seront  encore  des  expressions  de  la  forme  (3).  Le  pre- 
mier coefficient  de  hn  sera  égal  à 

II0+rt(Ho-K0). 

Pour  que  l'équation  (2)  soit  intégrable  par  l'application  répétée 

de  la  méthode  de  Laplace,  il  faut  donc  que  ^ — —-  soit  un  nombre 

1  L       Ho — 1^0 

entier. 

Supposons   maintenant   ji=i.    Dans    le    calcul   de    li{    par   la 

formule 

dHogh 
hi=ih  —  k r-r—> 

oxay 

nous  aurons  à  tenir  compte  du  terme 

(y-W 

provenant  de  la  dérivée   seconde  de  logA.  Nous  trouvons  ainsi, 
pour  le  premier  coefficient  de  A,, 

1 H0—  K0  H- 2  =  H0H-(H0—  K0) -+- 2. 

En  général,  le  premier  coefficient  de  hn  a  pour  valeur 

H0+n(H0-K0)+n(/i  +  i). 

Pour  que  l'équation  soit  intégrable,  il  faut  donc  qu'il  existe  un 
nombre  entier  n  satisfaisant,  quel  que  soit  te,  à  l'équation 

H0          K0 
h  1  =  o. 

n         /1  +  1 

Les  conditions  que  nous  venons  d'obtenir  ne  sont  évidemment 
pas  suffisantes,  mais  elles  constituent  des  caractères  d'exclusion 
d'une  extrême  simplicité. 
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SÉANCE  DU   16  MARS   1898. 

PRÉSIDENCE     DE     M.     D'oCAONE. 

Communications  : 

M.    Borel   :   Sur  ////   théorème  analogue  au    théorème  de 

Goldbacli. 

M.  d'Ocac.ne  communique  une  solution,  donnée  par  M.  le 
major  Mac-Mahon,  d'un  problème  oîc  partition  qu'il  avait  formulé 
à  l'occasion  de  ses  recherches  sur  la  détermination  de  tous  les 
types  possibles  d'abaques  pour  les  équations  à  //  variables. 

M.  Delannoy  adresse  une  Note  Sur  la  probabilité  des  évé- 
nements composés. 

M.  Zaremba  adresse  une  Communication  Sur  l1  équation  aux 
dérivées  partielles  au  -\-  qu  -\-f=  o. 

M.  Beudon  adresse  une  Note  Sur  les  singularités  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  DE  PARTITION 

D'OU  RÉSULTE  LE  DÉNOMBREMENT  DES  GENRES  DISTINCTS  D'ABAQUE 

RELATIFS  AUX  ÉQUATIONS  A  n  VARIABLES; 

Par  M.  le  Major  P.-A.  Mac-Mahojn,  R.  A.,  F.  K.  S. 

Un  problème  très  intéressant  de  partition  a  été  proposé   par 
M.  Maurice  d'Ocagne  sous  l'énoncé  que  voici  : 

«   De  combien   de  manières    peut-on   composer  le   nombre   n 
comme  somme  de  8  nombres 

ny      n2      /*:$      a  y 
n\     n'%     n':i     n\ 

(pouvant  être  nuls),  deux  solutions   n'étant   considérées    comme1 
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distinctes  que  si  l'on  no  peut  passer  de  l'une  à  l'an  Ire  par  per- 
mutation soit  des  deux  Lignes,  soit  des  quatre  colonnes  ci- 
dessus  (1)?   )> 

11  a,  en  outre,  fait  la  remarque  :  «  Pour  n  =  3  et  n  =  4>  j'ai 
trouvé  ce  nombre  égal  à  7  et  à  i().  Je  voudrais  une  solution  gé- 
nérale.  » 

Le  problème  posé  ne  s'applique  qu'à  deux  lignes  et  à  quatre 
colonnes;  ruais  j'observerai  dès  le  début  que  le  problème  relatif  à 
deux  lignes  et  à  un  nombre  arbitraire  s  de  colonnes  n'est  exacte- 
ment pas  plus  difficile. 

Prenant  pour  l'instant  s  =  \,  tout  arrangement 

ii\      n%     /*3      /i4 

n\     n\  11'. A     n\ 
où 

/ii  -+-  /i2  -+-  /I3+  n^  —  a,  n\  h-  rit  ■+-  n'^  -+-  n\  =  a' 
et 

nous  donne  la  partition  bipartitive 

\/ii  n\     n=>  n'2     riz  ^3     "v  /*'* 

du  nombre  bipartitif  (aa'). 

Tout  arrangement  obtenu  en  partant  de  là  par  permutation  des 
colonnes  donne  la  même  partition  bipartitive  de  (aa').  Si  nous 
prenons  en  considération  les  divers  arrangements  des  colonnes, 
nous  avons  en  correspondance  les  différentes  compositions  asso- 
ciées à  la  partition.  Comme  les  arrangements  ne  sont  pas  tenus 
pour  distincts  s'ils  ne  diffèrent  que  par  une  permutation  des 
colonnes,  nous  n'avons  évidemment  à  nous  occuper  que  des 
partitions. 

D'autre  part,  puisque  deux  solutions  sont  regardées  comme 
identiques  si  l'on  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  par  interécliange 
des  lignes,  nous  pourrons  toujours,  dans  la  suite,  considérer  a 
comme  supérieur  ou  égal  à  a',  et  nous  n'avons  à  envisager  que  les 
partitions  de  n  en  deux  parties.  La  partition  (aa')  peut  prendre 


(  '  )  Si  l'on  se  reporte  aux  pages  21  et  22  de  ce  Volume,  on  voit  que  ce  problème 
équivaut  à  celui-ci  :  Combien  y  a-t-il  tic  genres  distincts  d'abaques  applicables  à 
des  équations  à  n  variables?  (M.  0.) 


—  ;;«.)  — 
l'une  quelconque  des  l< trmes 

(//,o),    (//  —  i.  1 1,    {a  —  ■>.,  2),     — 

Si  //  esl  impair,  k  < I < >  1  i  être  pri^  supérieur  à  or1. 
H  nous  fii  11 1   dénombrer  les  partitions  de  chacun  des  nombres 
biparti  tifs 

(aa'  )  |  a  -+-  a'  =  //,   S   '  a'  |, 

en  s  ou  un  nombre  moindre  de  nombres  bipartitifs. 

La  fonction  génératrice  peul  immédiatement  s'écrire.  C'est 

1 

1  —  a 

{i  —  ax)(i  —  ay) 

(  1  —  a  x2  )  (  1  —  axy  )  (  1  —  ay2  ) 

(  1  —  a x's  )  (  1  —  a x2y  )  (i  —  « .r/2  )  (  i  —  a  j:!  ) 

(1  —  ax'*)  (1  —  ai3/)  (1  —  a^2/2)(i  —  axy2)  (1  —  «jkv  ) 

Les  partitions  de  (aa')  en  s  ou  un  nombre  moindre  de  parties 
sont  dénombrées  par  les  coefficients  de 

as  x*y*\ 

dans  le  développement  suivant  les   puissances  croissantes  de  x 
cl  y. 

Prenant  la  somme  de  ces  coefficients  pour 

a  -t-  a'=  /i.  a  ^  a', 

nous    obtenons    le    dénombrement   demandé    par    les  termes   du 
problème  proposé,  si  toutefois  11  est  impair. 

Si  n  est  impair,  a  ne  peut  pas  être  égal  à  a'  et  le  coefficient  de 
asxaya'  est  la  demi-somme  des  coefficients  de  as x^y*'  et  as x* 'y* 
dans  chaque  cas.  Par  conséquent,  le  nombre  cherché  est  la  demi- 
somme  des  coefficients  de  lous  les  termes  asxaya'  où  a  -j-  a/=  /*, 
et  a,  a'  ne  sont  sujets  à  aucune  autre  condition.  Donc,  lorsque  11 
est  impair,  nous  pouvons  faire  y  =  x,  ce  qui  nous  donne  la 
fonction  génératrice 


2  (1  —  #)(i  —  ax )'2(i  —  ax-  ):i{i  —  aa?3)*.  .  . 
et  le  nombre  cherché  est  donné  par  le  coefficient  de  a*xn  dans  le 
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développement  suivant  les  puissances  croissantes  de  x. 

Dans  le  cas  de  n  impair,  on  a  ainsi  la  solution  complète  du 
problème. 

Quand  n  est  pair,  la  sommation  des  coefficients  ne  se  fait  pas 
aussi  aisément.  Gela  provient  en  partie  du  fait  que  le  terme   en 


i      i 

-  n      -  n 


x'1  y1    se  présente  seul  et  ne  s'associe  pas  avec  un  autre  terme. 
Soit  n  =  2a. 

Dans  l'arrangement  des  deux  lignes  supposons  s  =  4  '> 
i°  Nous  avons  une  solution 


tii     n2     n3     nk 
ni     n2     fis     714 


où  ii\  -+-  n2  4-  n3  +  /i4  =  a,  qui  est  unique  et  ne  peut  être  doublée 
par  un  interéchange  des  lignes; 

2°  Nous  avons  une  solution  telle  que 

n>\     n>2     *l3     o 
ni     n2      o      ns 

qui  possède  la  propriété  de  ne  pas  se  modifier  par  interéchange 
des  deux  lignes  complété  par  un  interéchange  subséquent  de  co- 
lonnes. 

En  général,  si 

ni  -h  Ui  -f-  /lg  -+-  /I4  =  fi\  -+-  n\  -+-  n  3  H-  /ï'.  =  a, 


la  solution 
est  unique  si 


'h  n*  n*  ^4 

/i',  «'2  n's  n\ 

n\  n'2  n\  n\ 

ni  n2  nz  n>+ 


peut  lui  être  rendue  identique  par  une  permutation  de  colonnes. 
Dans  ce  cas,  la  partition  bipartitive 

(nl  n\     n2  n'2     n3  n'3     11^  n\) 
est  la  même  que 

\n\  ni     n'2  n2     /*'3  nz     n\  n^j. 

Il  est  clair  par  conséquent  que,  quand  n  est  pair  et  égal  à  2a, 
nous  n'avons  pas  à  introduire  dans  le  dénombrement  toutes  les 
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partitions  de  (aa),  niais  seulement  celles  < | u î  restent  inaltérées 
par  la  substitution 

//,        n-,       //.,        fl,t 


_  5 

//'.     // .,     n'%    n 


suivant  La  notation  habituelle  de  La  théorie  des  substitutions,  ajou- 
tées à  la  moitié  île  celles  <|ni  ne  restent  pas  inaltérées. 

Si  A  est  Le  nombre  de  (elles  ({ni  restent  inaltérées,  15  le  nombre 
de  celles  <|tii  sont  altérées,  nous  avons  le  nombre 

A    hjB. 

Par  la  fonction  génératrice  déjà  construite,  nous  avons  obtenu 

[  \  +  !h. 

Il  nous  reste  conséquemment  à  ajouter 

{A. 
Pour  dénombrer  les  formes  A,  on  peut  observer  que  si 

est  une  des  bipartitions  en  question,  on  doit  pouvoir  la  décom- 
poser en  parties  qui  soient  de  la  forme  (/*,  «,)  ou  de  la  forme 

[nt  n-,   ri.>  n{  ). 

Un  terme  xïy*i  peut  être  retenu  dans  la  fonction  génératrice 
pour  une  puissance  quelconque  et  un  terme  x^y^  doit  être  associé 
à  un  terme  x^yl '. 

Nous   prendrons  donc  comme  fonction    génératrice    pour   les 

formes  A  : 

î 

(î  —  pax)  (i  —  layj 
(i  —  qax*)(l  —  axy)l\  —  ^«72j 

(î  —  raxz)  (î  —  sax-y)  l  \ axy*1  \  (  î a  y3  \ 

(î  —  lax'*)  (i  —  uax3  y)  (  r  — ax2y2)  (  i axy3  j  l  î  —  -  ayk  ) 


—  <>2  — 
dans  laquelle  nous  devons  prendre  le  coefficienl  de 

asx*y*, 

en  excluant  tous  les  termes  qui  renferment  les  puissances  posi- 
tives ou  négatives  de  /;,  a,  /•,  s,  /,  m,  .... 

Cela  peut  être  beaucoup  simplifié  parce  que 


-  =  ^Yy  4- des  termes  qui  dépendent  dey 


(i—  jaX)  (i  —  -.a\\ 

Conséquemment,  la  fonction  génératrice  devient 


Ci  —  a) 
(i  —  a*xy) 

(i  —  a  xy  )  (  i  —  a- x-y2  ) 

(i  —  a-x^y*)- 

(  i  —  a  x-y2)  (i  —  a2x'*yu)2 


ou,  mieux, 


(i  —  a)  (i  —  ciory)  (i  —  aa?2^2)  (i  —  ax^y*)  (1  —  aa?4j^)  .  .  . 
(i  —  a-xy)  (i  —  a2x2  y2)  (i  —  aïx'ty3)*  (i  —  a2^4-^4)2-  • . 

Pour  déduire  de  là  ~  A,  nous  devons  prendre  la  moitié  du  coef- 
ficient de  as x^y**-.  Posant  y  =  #,  nous  avons  la  fonction  généra- 
trice 

i  i 

—  * , 

2    (i  —  a)  (i  —  ax2)  (i  —  ao?4)  (i  —  «.r6). .  .(i  —  ax'*1-2)  (i  —  ax'*1) . .  . 
(i  —  a2x2)(i  —  a2x*)  (  i— «2^6)2.  ..(i_a2a,u-2  )*(i_a*3?")',.. 

dans  laquelle  nous  devons  prendre  le  coefficient  de  as xn . 

Si  l'on  remarque  que  le  développement  de  cette  fonction  ne 
contient  que  des  puissances  paires  de  x,  on  peut  dire  que,  dans 
tous  les  cas,  le  nombre  des  partitions  demandées  pour  le  nombre  n 
admet  la  fonction  génératrice 


2     (  i  —  a  )  (  i  —  ax )2  ( i  —  a  x'1  f .  .  .  (  i  —  a  xl - J  )l  .  .  . 

i  i 

2     (i  —  «)  (i  —  «a?2)  (i  —  aa?*). .  ,(i  —  ax'*1-"1)  (î  —  axu) 
(i  — a2a?2)(i— a*a7*)...(i  — a«a?«-8)'(i  — a*a?"  i< 


—  o:i  — 

dans  l<*  développenienl  de  laquelle  <>n  doit  prendre  l<-  coefficient 
de  asxn. 

Dans  une  lettre  subséquente,  M.  d'Ocagne  me  signalait  l'in- 
térêt, <vn  vue  des  recherches  qu'il  poursuit,  de  dénombrer  les 
solutions  dans  lesquelles  les  nombres  n,  et  //,'  ne  doivent  pas 
excéder  l<^  valeurs  i  et  2  (  '  ). 

Il  est  facile  d'imposer  une  limite  quelconque  à  la  grandeur  de 
ces  nombres. 

Supposons  cette  limite  d'abord  égale  à  1. 

Dans  la  l'onction  génératrice  en  x  et  y  nous  devons  rejeter  tous 
les  termes  qui  renferment  x  ely  à  des  puissances  supérieures  à  1. 

Par  conséquent,  nous  obtenons 


1 


2     (1  —  a  )  (  1  —  a  x  )  (  1  —  a  y  )  (\  —  a  xy  ) 
1  1 


2    (1  —  «)(i  —  axy){i —  a2xy) 
et,  en  posant  x  -—y, 


1    (1  — a)(i  —  ax)-{\  —  a  a?2) 


2     (1  —  a  )  (  1  —  a  x1  )  (  i  —  a-  x%  ) 


pour  la  fonction  demandée. 

De  même,  si  la  grandeur  des  nombres  nL  et  n\  est  limitée  à  2, 
nous  obtenons 


2    (1  —  «)(i  —  «.r)2  (1  —  a?2)3  (1  —  «x-3)2(i  —  ax'<) 


1     (1  —  «  )([  —  a^72)(i  —  aa?4)(i  —  a2372)(i  —  aix'*)(i  —  «2;r6)  ' 
et,  en  général,  si  la  grandeur  est  limitée  à  /k-,  nous  obtenons  faci- 


(')  Cela  fait  connaître,  pour  les  équations  à  n  variables,  le  nombre  des  genres 
d'abaques  constitués  au  moyen  d'éléments  à  (\ci\x  cotes  ou  à  une  cote  au  maxi- 
mum. (  AI.  0.) 


—   Gi 


lomcnt  la  fonction  génératrice 


ï  '  (I_rt)(1_rtJ)2(,_a^)3...(i-a^)/(+1(i-«^'+1j*...(i-«^) 

i     | 

+  2  '  (i  —  a)(i  —  ax*)(i  —  ax'+).  ..(i  —  axik) 

(!_  a2#2)(i  —  a2a?4)(i— a*a?6)2(i  —  «2  #»)*... 

où,  dans  le  dénominateur  de  la  seconde  fraction,  la  deuxième  et  la 
troisième  ligne  procèdent  suivant  les  indices 


i      i      2     2  I  3     3  \(k  —  i)     |(A—  i) 

i     i      2    2  I  3     3      ""      -}•(£  — 0     Kk  -0 

si  k  est  impair;  suivant  les  indices 


■(*-!) 


I        I 
I        1 


2      2 

2       2 


3     3 
3     3 


i(Jt-a)     K*— a) 
I(A:-2)     \(k-i) 


jk     2  « 


si  k  est  pair. 

J'espère,  dans  une  autre  occasion,  Iraiter  le  problème  plus  gé- 
néral pour  lequel  le  nombre  des  lignes  est  trois  ou  plus,  problème 
qui  ne  me  semble  pas  présenter  de  difficultés  insurmontables. 


SUR  LA  PROBABILITÉ  DES  ÉVÉNEMENTS  COMPOSÉS; 
Par  M.   H.  Delanjvoy. 

Dans  les  Comptes  rendus  de  V Association  française  pour 
V avancement  des  Sciences  (Congrès  de  Carthage,  p.  j;  1896), 
un  mathématicien  distingué,  M.  le  Rév.  T. -G.  Simmons,  exa- 
mine la  probabilité  des  événements  composés,  dans  le  cas  où 
les  événements  sont  indépendants.  11  critique  la  définition  de 
Moivre  (')  et  le  troisième  principe  de  Laplace  (2). 


(')  Deux  événements  sont  indépendants  quand  ils  n'influent  pas  l'un  sur 
l'autre  et  que  l'arrivée  de  l'un  n'avance  ni  ne  retarde  l'arrivée  de  l'autre.  Deux 
événements  sont  dépendants  quand  ils  se  rattachent  tellement  que  la  probabilité 
de  l'arrivée  de  l'un  est  changée  par  l'arrivée  de  l'autre. 

(2)  Si  les  événements  sont  indépendants  les  uns  des  autres,  la  probabilité  de 
leur  ensemble  est  le  produit  de  leurs  probabilités  particulières. 


—  os 

.<  Ce  principe  el  celte  définition,  dit-il,  oui  été  acceptés,  au- 
tan I  que  |<'  sache,  avec  cou fiance ,  jusqu'ici,  par  ions  les  mathé- 
maticiens  le  me  propose  de  montrer  que  cette  confiance  n  esl 

l>ii s  toujours  justifiée  et  que,  au  contraire,  si  l'on  accepte  la  défî- 
uiiiou  de  Moivre,  le  principe  de  Laplace  peut  donner  naissance, 
dans  certains  cas,  à  de  graves  cireurs.  » 

Il  en  donne  trois  exemples  <jue  je  reproduis  ci-après,  mais  qui 
sonl  loin  de  me  paraître  concluants.  Si  la  règle  de  Laplace  y 
paraît  en  défaut,  c'est  que  les  événements  ne  sont,  pas  indépen- 
dants, comme  je  vais  le  prouver. 


!•: 
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Trois  points  sont  pris  au  hasard  sur  une  droite.  Quelle  est 
la  probabilité  pour  que  les  deux  derniers  se  trouvent  sur  un 
seul  des  deux  segments  déterminés  par  le  premier? 

«  Soient  l)Q  la  droite,  A.  le  premier  point,  B,  C  les  deux  autres. 
La  probabilité  de  l'incidence  de  B  sur  PA  (il  va  sans  dire  que  l'on 
n'a  pas  observé   Ja  longueur  de  PA)  ou  de  C  sur  PA  est,   dans 

chaque  cas,  -;  les  deux  événements,  selon  Moivre,  sont  indépen- 
dants, car  la  position  de  B  sur  PQ  n'inllue  aucunement  sur  la 
position   de   C  sur  PQ.  Selon  Laplace,  la   probabilité  pour  que 

B,  G  se  trouvent  tous  les  deux  sur  PA  est  -.-  =  -,  et  la  proba- 

'A     'A  4  l 

bilité  pour  qu'ils  se  trouvent  sur  le  même  segment  de  PQ  est     • 

Mais  cette  dernière  probabilité  devrait  être  -  (1),  comme  on  le 

voit  très  facilement.  Conséquemment,  si  Ton  accepte  la  définition 
de  Moivre,  le  principe  de  Laplace  n'est  pas  applicable  ici.   » 

Ce  premier  exemple  est  identique  au  problème  des  trois 
coffrets  donné  par  M.  Bertrand  dans  son  Traité  des  proba- 
bilités (p.  2). 


2         .  1 

(')  Il  faut  lire  -  au  lieu  de  »•  M.  Simmons  me  dit  qu'il  \  a  là  une  simple  faute 

d'impression . 
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La  probabilité  que  B  soit  à  droite  de  A  est  -;  mais,  celte  po- 
sition de  B  admise,  il  y  a  pi  us  de  chances  pour  que  C  soit  à 
droite  de  A  plutôt  qu'à  gauche,  la  probabilité  est  -  au  lieu  de     • 

En  effet,  le  point  B  étant  à  droite  de  A,  le  point  C  pourra  être  : 

Ou  bien  à  droite  de  B  et,  a  fortiori,  de  A; 
Ou  bien  à   gauche  de  B  :  alors  deux  cas,  suivant  que  G  est  à 
droite  ou  à  gauche  de  A. 

Par  conséquent,  en  tout  trois  cas,  dont  deux  favorables. 

12  I 

La  probabilité  que  B  et  G  sont  sur  AQ  est  -•-  =  -;  même 
probabilité  qu'ils  sont  sur  PA.  Donc,  la  probabilité  que  B  et  G 
seront  sur  un  même  segment  de  PQ  est     • 


Exemple  IL 

Une  corde  d'un  cercle  est  déterminée  en  joignant  deux 
points  pris  au  hasard  sur  la  circonférence.  Trois  cordes  étant 
ainsi  déterminées,  quelle  est  la  probabilité  pour  que  leurs  trois 
intersections  se  rencontrent  en  dedans  du  cercle? 

«  Soient  A,  B,  G  les  trois  cordes.  Les  intersections  en  dedans 
du  cercle  de  BG,  de  CA  et  de  AB  sont  trois  événements  que  l'on 
peut  désigner  par  P,  Q,  R.  La  position  d'une  corde  quelconque  A 
n'influe  aucunement  sur  la  position  de  B,  ni  de  C;  ainsi  l'arrivée 
d'un  événement  quelconque  P  n'avance,  ni  ne  retarde  l'arrivée 
de  Q,  ni  de  R.  Gonséquemment,  selon  Moivre,  P,  Q,  R  sont 
absolument  indépendants.  La  probabilité  de  P,  ou  de  Q,  ou  de  R, 

comme  on  voit  très   facilement,    dans  chaque  cas,   est  -• 

»  Un  mathématicien  anglais  [Math.  Quest.  from  educational 
Times,  Vol.  LXV,  Q.  12898.  Londres,  1896)  a  déduit  que,  par 
conséquent,  la  probabilité  de  l'événement  composé  PQR  est 

111         1 
3'  3*3  ==  27 ' 
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<i  croil  encore  qu  il  ;i  raison.  \\,u>  la  probabilité  exacte  devrail 

i 
rire  — -  •    » 
i  > 

De  même  que  pour  le  premier  exemple,  il  est  inexact  dédire  que  les 
événements  sonl  indépendants.  La  rencontre  de  deux  cordes  à  l'in- 
térieur du  cercle  augmente  les  chances  des  rencontres  ultérieures. 

La  probabilité  que  deux  cordes  A  et  B  se  rencontreront  à  l'in- 
térieur du  cercle  est  -•  Mais,  si  cette  rencontre  ;>  eu  lieu,  la  pro- 
babilité (lue  A  rencontrera  une  troisième  corde  C  est  =  au  lieu  de 
=  et,  ces  deux  rencontres  admises,  la  probabilité  que  C  rencon- 
trera également  B  est  encore  augmentée;  elle   n'est  plus  -  ni  7» 

elle  est -•  La  probabilité  que  les  trois  cordes  se  rencontreront  à 
l'intérieur  du  cercle  est  donc 

12       1  I 
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U  X  E  M  PLE      111. 

Peux  hommes  A  et  B  et  deux  dames  C  et  I),  tous  inconnus 
les  uns  des  autres,  voyagent  dans  le  même  train,  de  V indiffé- 
rents compartiments  de  la  première  classe,  m  de  la  seconde 
classe  et  n  de  la  troisième  classe.  Les  probabilités  pour  que  A 
voyage  dans  la  première,  seconde  ou  troisième  classe  sont  res- 
pectivement proportionnelles  à  À,  |jl,  v,  et  de  même  pour B.  Les 
probabilités  pour  que  G  voyage  dans  la  première,  seconde  ou 
troisième  classe  sont  respectivement  proportionnelles  à  /,  />/, 
n,  et  de  même  pour  D.  Prouver,  pour  toutes  les  valeurs  de  a. 
u.,  v  {excepté  quand  X  l  p.  :  v  =  /  :  m  \  /?),  que  A  et  B  se  trouve  ni 
plus  probablement  en  compagnie  de  la  même  dame  que  chacun 
avec  une  dame  différente. 

'<  Prenons  un  cas  simple,  où  le  train  se  compose  de  trois  com- 
partiments seulement,  deux  de  la  première,  un  de  la  troisième 
classe.  Supposons,  sur  deux  ibis  que  C  voyage  dans  la  première 
classe,   qu'elle  voyage    une   fois  dans  la   troisième,    et   de   même 
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pour  D,  supposons  que  A  voyage  avec  probabilité  égale  dans  la 
première  ou  la  troisième  classe,  et  de  même  pour  B.  La  probabilité 
pour  que  A  se  trouve  avec  C  est  donc 


i     i        ii        ii        i 

.    .__(__.  __)__...    —    _ 

',    3      4    3      i    ;       ; 


ce  qui  est  aussi  la  probabilité  pour  que  B  se  trouve  avec  C.  Mais 
la  probabilité  pour  que  A  et  B  se  trouvent  tous  les  deux  avec  G, 


i     i 


au  lieu  d'être  -  •  «  >  selon  Laplace,  est 


3    3 


;      i      i  iii  iii  i 

î  '  4*  3  +  4  '  4  '  3  +  ?  '  *'  3  =r  S' 

-  •  -  étant  la  probabilité  pour  que  A  se  trouve  avec  G  et  B  avec  D, 
ou  réciproquement.  » 

La  probabilité  que  G  sera  avec  A  est  r>  celle  que  G  est  avec  B 

est  aussi -i    mais    les    deux    événements    sont-ils    indépendants? 

Étant  admis  que  G  est  avec  A,  elle  ne  pourra  se  trouver  avec  B 
qu'à  la  condition  que  A  et  B  seront  ensemble  ;  il  faut  donc  ex- 
clure toutes  les  combinaisons  BG  qui  ne  satisfont  pas  à  cette 
condition.  Dès  lors,  peut-on  dire  que  le  premier  événement  est 
sans  influence  sur  le  second  (*  )? 

3 
La  probabilité  que  A  sera  avec  B  est  -> 

celle  que  G  est  avec  l'un  des  deux  est  -; 
la  probabilité  que  ces  trois  personnes  seront  réunies  est  donc 

?   I     L 

8  "  3  "  81 

la  quatrième  personne  D  pouvant  se  trouver  soit  isolée,  soit  réunie 
aux  trois  premières. 


(')  M.  Simmons  a  reconnu  qu'il  y  avait  là,  dans  son  Mémoire,  une  erreur  qui 
lui  avait  échappé. 
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\  oicij  du  reste,  tous  les  cas  <|ui  peuvenl  9e  présenter, avec  leurs 
probabilités  respecl i\  es  : 


Probabilité. 

1"  AliCI) 

72 

-    \ih: 1  h  

72 

/• 

;     Mil)  |C — 

,    \<;d  ib 

7-2 

ï     BGD|A — 

72 

6"  ABI  CD — 

72 

/■ 

7"  ABI  CI  D — 

1      '  7'2 

S"  CD  I  A  I  B 

72 

9"  AGI  BD 

72 

io°  AD|  BG — 

72 

n°  AGI B|D 

1  72 

[2°  AD|B|C — 

72 

i3"  BCI  A|D 

7a 

i4°  BD|  AIG — 

72 


Total --  =  1 

72 


(Les  lignes  de  séparation  verticales  indiquent  que  les  voyageurs 
sont  dans  des  voitures  différentes.) 

Ces  trois  exemples  ne  prouvent  donc  rien  contre  la  règle  de 
Laplacc.  On  pourra  l'employer  en  toute  sécurité  quand  les  évé- 
nements seront  indépendants.  Tout  ce  que  l'on  peut  dire,  c'est 
que,  avant  d'appliquer  cette  règle,  il  faut  bien  s'assurer  si  les  évé- 
nements, qui  paraissent  indépendants,  le  sont  réellement,  car 
l'apparence  est  parfois  trompeuse. 

M.  Simmons  me  dit  qu'il  avait  en   vue  de  critiquer  moins  La- 
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plane  que  la  définition  de  Moivre,  qui  manque,  en  e/Fel,  de  préci- 
sion. M.  Simmons  \  substitue  la  définition  suivante,  qui  est  bien 
préférable  : 

<(  Deux  événements  sont  indépendants  quand  l'arrivée  de  l'un 
n'augmente  ni  ne  diminue  la  probabilité  de  l'arrivée  de  l'autre.   » 

Pour  présenter  une  bonne  définition,  Moivre  n'aurait  eu  qu'à 
adopter  l'inverse  de  celle  qu'il  a  donnée  pour  les  événements  dé- 
pendants. 

11  n'est  pas  toujours  facile  de  reconnaître  a  priori  si  des  évé- 
nements sont  indépendants  on  non.  Dans  les  cas  douteux,  il  sera 
plus  sûr  d'employer,  comme  le  propose  M.  Simmons,  la  règle  IV 
<le  Laplace. 

J'aurais  depuis  longtemps  envoyé  celte  Note  à  la  Société  ma- 
thématique,  mais  M.  Simmons,  qui  avait  reçu  communication  de 
mes  observations,  m'ayant  fait  connaître  qu'il  avait  l'intention 
d'adresser  à  la  Société  un  Mémoire  explicatif,  j'ai  pensé  qu'il  était 
inutile  de  faire  paraître  deux  articles  sur  le  même  sujet. 

Tout  récemment,  M.  Simmons  m'a  dit  qu'il  n'avait  pas  le  temps 
d'écrire  la  rectification  projetée  et  que,  par  suile,  je  pouvais  pu- 
blier mes  observai  ions.  C'est  ce  qui  m'a  décidé  à  rédiger  la  pré- 
sente Note.  Il  importe  de  ne  pas  laisser  s'accréditer  l'opinion 
erronée  que  la  troisième  règle  de  Laplace  peut,  dans  certains  cas, 
se  trouver  en  défaut;  elle  n'y  est  jamais  quand  on  l'applique  à  des 
événements  réellement  indépendants. 


SUR  L'ÉQUATION  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

A  v .  -+-  £  u  -f-  f  —  o  ; 
Par  M.   S.  Zaremba. 

\  .  Soient  (S)  une  surface  fermée  limitant  un  domaine  (D),  f  une 
fonction  donnée  des  coordonnées  x,  y,  -S,  admettant  des  dérivées 
premières  dans  le  domaine  (D),  \  une  constante  réelle  ou  imagi- 
naire et  u  une  fonction  satisfaisant,  à  l'intérieur  du  domaine  (13), 
à  l'équation  aux  dérivées  partielle* 

(0  -7-7  +  T^   -^TT  -*-$«*+/=  ° 

<).r-  d)-  riz* 

cl  prenant  la  valeur  zéro  sur  la  surface  (S). 
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M.  Poincaré  ;i  montré,  dans  son  beau  Mémoire  Sur  les  équa- 
tions de  la  Physique  mathématique  (Rendiconti  del  circolo 
matematico  di Palevmo,  1894)  <|||r  ';|  fonction  //  existera  el  sera 
déterminée  sans  ambiguïté  quelle  que  soil  la  valeur  attribuée  à  la 
constante  ;,  exception  faite  <!<•  certaines  valeurs  réelles  el  posi- 
tives formant  une  su  1  le  m  lime.  Cela  posé,  je  me  propose  de  faire 
connaître  une  forme  nouvelle  de  l'intégrale  //,  valable  entre  autres 
pour  toutes  les  valeurs  de  La  constante  ;  dont  le  module  est  assez 

grand,  l'argument  étant  compris  en  ire  -  el  3  —  •  Je  suppose  que  la 

mii  lace  (S)  admet  un  plan  Lange  ni   déterminé  en  chacun  de  ses 
points  el  que  le  domaine  (D)  est  simplement  connexe. 

2.    Désignons  par  ut,  celle   des  déterminations 'de   l'expression 


y/ —  ç,   dont  la  partie  réelle  est  positive;  soient  /'  la  distance  des 
points  (x-,y,  z)   et  (.r',  y',  z')  et  d~  l'élément  de  volume  du  do- 
maine (D)  se  rapportant  au  point  (x',yr,  z1). 
Posons 

1      r  e~\hr 

(2)  ei=  -jz  I  /0\j'>  z')  —  d~* 

où  l'indice  D  indique  que  l'intégration  doit  être  étendue  à  lout  le 
domaine  (D). 

Soit  v2  la  fonction  satisfaisant  à  l'intérieur  du  domaine  (D)  à 
l'équation  de  Laplace  Ac2  =  o  et  vérifiant,  sur  la  surface  (S), 

l'équation 

e,  -h  v2  =  o. 


Posons  en  général 


(3) 


■ia+] 


4TC \/D  r  *"Ju  ' 


et  désignons  parp2/i+2  la  fonction  qui,  à  l'intérieur  du  domaine  (D), 
vérifie  l'équation  de  Laplace  Ap2/i+2  =  o  et  qui  prend,  sur  la  sur- 
face (S),  les  valeurs  déterminées  par  l'équation  P2«+i  -4~  ^2^4-2  =  °- 
Je  dis  que  la  série 


00 

\V- =  V,  +  i>s 
i=l 


i"2. 


esl  convergente  cl   qu'elle  représente  la  fonction   //   dans  le  cas, 
entre  autres,  où  le  module  de  £  est  assez  grand,   l'argument  étant 
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compris  entre  —  et  3 

1  X 

3.  Considérons  un  point  quelconque  O  situé  sur  la  surface  (S), 
désignons  par  r"  la  valeur  au  point  O  de  la  fonction  r,  et  soit  r0 
la  distance  d'un  élément  di  du  domaine  (D)  au  point  O.  L'équa- 
tion (3)  nous  donnera 

(5)  r$„  +  1  =_-_    /   P2fl  —-dx. 

On  déduit  de  l'équation  précédente,  en  tenant  compte  de  la  re- 
lation 

A [X2    =  o , 

(G)  »»ï*+i  =-rz       "»*A  -r-  «*=■ 

Décrivons  du  point  O  comme  centre  une  sphère  (S)  de  rayon  s 
et  désignons  par  (D')  la  partie  du  domaine  (D)  qui  est  extérieure 
à  la  sphère  (S).  Gela  posé,  j'ohserve  que  l'intégrale  qui  se  pré- 
sente au  second  membre  de  l'équation  (6)  peut  se  décomposer 
en  deux  autres  dont  l'une  se  rapportera  au  domaine  (D').  Appli- 
quons à  cette  intégrale  le  théorème  de  Green  et  passons  aux  li- 
mites en  faisant  tendre  £  vers  zéro,  il  viendra 

où  cfa  désigne  un  élément  de  la  surface  (S)  et  /"0  la  distance  de 
cet  élément,  au  point  O.  On  en  conclut,  eu  égard  à  la  définition 
de  la  fonction  r2w+2,  que 

Proposons-nous  maintenant  d'éliminer  du  second  membre  de 
!  équation  précédente  la  quantité  - -J"  • 

11  f/\ 
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Elevons  à  cel  effel  la  normale  à  l<<  surface  (S)  au  point  O  et 
prenons  sur  elle,  à  l'extérieur  de  la  surface,  un  point  I*  à  une 
distance  v  du  poinf  O.  Soil  /■'  la  distance  <l<:  l'élément  ds  au 
point  I* ;  on  aura 

(  8  i  h  m      /     — -, ds         —  / /v-  as. 

Désignons  par  w  la  fonction  qui  satisfait  à  l'équation  de  Laplace 
à  l'intérieur  de  la  surface  (S)  et  qui  prend,  sur  celte  surface,  des 

valeurs  égales  aux  valeurs  de  la  fonction  — —  • 
Le  théorème  de  Green  donnera 

,  ,  re-v-'-'  dvin    ,        r      (hv  . 

Js-~-aWdS=X^dNdS' 

Calculons  la  fonction  w.  Désignons  à  cet  effet  par  X\,yK,  zK 
les  coordonnées  de  l'élément  de  volume  d*z;  r{  la  distance  de  cet 
élément  au  point  P  et  G(x,y,  z.  xs,  y^  z{)  la  fonction  de  Green 
relative  à  la  surface  (S)  et  aux  points  (#,  y,  z)  et  {x^  y{}  z^). 

On  s'assurera  aisément  que  l'on  a 

(lO)  W  =    ■ h  TB 

en   désignant  par  /'  la  distance  du  point  (x,y,  z)  au  point  V  et 
en  posant 

(m)  tît'  =    —   /  G(x,  y,  z,  xu  j,,  zx)  — —  (h. 

Désignons  par  tu  la  limite  de  la  fonction  m'  lorsque  y  tend  vers 
zéro  ;  on  déduira  des  équations  (ioV  (9),  (8)  et  (7)  la  conséquence 
suivante  : 

dxn   , 
s. 


ï.    Nous  avons 

C  du    . 

I  ,7n'/s-"' 


t\ 


par  conséquent,  à  cause  de  l'équation  (10), 


rd™   ,  r  d  e-v 

Lmds=-Js-« 


d\      r 


Cette  équation  nous  donne,  en  faisant  tendre  y  vers  zéro  et  en 
désignant,  comme  plus  haut,  par  r0  la  distance  de  l'élément  ds 
au  point  O. 

C  dm     ,  r   d     e    V-r«    , 

(l3)  X3Nds  =  ™-Xdx  —  ds- 

Proposons-nous  de  déterminer  une  limite  supérieure  de  l'inté- 
grale 


f\- 

Ja  I  d 


dm 


.     dN 


ds, 


et  observons  à  cet  effet  que  l'équation  (i  i)  nous  donne 
(14)  *■=  j£  f 

4  t  ./Iv 


~    f   G(x,y,z,xi,yuzi) dz. 

4  ~  Ju  r0 


l> 


Désignons  par  a  et  [3  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  y,,  nous 
aurons  u.  =  a  -f-  fi;.  Soit  m,  la  fonction  à  laquelle  se  réduit  la  fonc- 
tion m  dans   le   cas  où   £J  =  o.   Jl  résulte  de  l'équation  (h)  et  de 


l'inégalité  bien  connue 


(.5) 

que  l'on  doit  avoir 


dO 
d\ 

drrsy 


o. 


L'équation  (i3)  nous  donnera  par  conséquent 


(.G) 


f 


dmx 
7/N 


ds 
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Soit  /;i  le  module  de  u,;  il  résulte  de  l'équation  (i4)  et  de  l'iné- 
galité (i5)  que  l'on  aura 


a  m 
d\ 


m1  c/ttT| 
ôâ"  7/N  * 

Il  viendra  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  l'équation  (ifi  . 


—     M 

*>.   L'inlésxale 


i    ,     i 


/;; 


•    s 

donne  lieu  au*  remarques  suivantes  : 

i"  Elle  est  positive  lorsque  la  surface  (S)  esl  convexe; 

2°  La  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  <lc  cette  intégrale, 
pour  les  diverses  positions  du  point  0  sur  la  surface  (S),  tend 
vers  zéro  lorsque  a  croît  indéfiniment; 

3U  L'intégrale  qui  nous  occupe  tend  vers  •>. ~  lorsque  a  tend  vers 
zéro. 

I  désignons  par  o,  la  limite  supérieure  du  module  de  la  fonction  c,  ; 
il  résulte  de  L'équation  (12),  de  l'inégalité  (17),  des  remarques  qui 
v'iennent  d'être  faites  et  de  ce  que  le  module  d'une  fonction  véri- 
fiant l'équation  de  Laplace  à  l'intérieur  d'une  surface  (S)  ne  peut 
avoir  ni  un  maximum,  ni  un  minimum  à  l'intérieur  de  la  surface, 
qu'il  existera  une  constante  positive  8,  plus  petite  que  L'unité,  telle 
que  l'on  ait 

(l8)  8â«+2  <  (^2//' 

pourvu  que  l'une  des  conditions  suivantes  soit  satisfaite  : 

i°   L'arerument  de  £  est  compris  entre  -  et  3->    la   surface    (S) 

étant  cenvexe; 

20  La  surface   (S)   étant  quelconque  et  l'argument  de  ç  étant 

compris  entre  -  et  3-j  le  module  est  suffisamment  grandi 
1  2  2 

3°  La  surface  (S)  étant  quelconque,  l'argument  de  ç  ne  se  ré- 
duit pas  à  un  multiple  de  2iî,  le  module  étant  suffisamment  petit. 

II  reste  à  montrer  que,  dans  chacun  des  trois  cas  précédents,  la 
série  (4)  est  convergente  et  que  la  somme  de  cette  série  repré- 
sente bien  l'intégrale  demandée  de  l'équation  (1). 

Il  résulte  de  l'inégalité  (18)  et  de  la  définition  des  fonctions  v, , 
p2,  . .  .  que  Ion  pourra  trouver  un  nombre  positif  A  tel  que  l'on  ait 

1   Kl  1 

/  \*%n    i  :  V)"-1 
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pour  tontes  les  valeurs  entières  et  positives  du  nombre  n.  Cela 
prouve  que  la  série  (i)  est  absolument  et  uniformément  conver- 
gente. Il  est  évident  d'ailleurs  que  la  somme  u  de  cette  série  est 
nulle  en  cbaque  point  de  la  surface  (S).  Nous  n'avons  plus  qu'à 
établir  que  la  fonction  u  satisfait  à  l'équation  (i). 

On  a 

Ar,—  ;a2  (<,-*-/  =  o, 

A  v.2  =  o, 

A  f3—  fJt2P3 —  n\v2=  O, 
(20)  {    , 

A  P2n+2  =  O, 


On  en  déduit,   en   se  rappelant  que  la  somme  v2n+\  H-  v2„+2  est 
nulle  en  chaque  point  de  la  surface  (S), 


(ai) 


< 

F   Pim-l H- P»m-s  =  —  4—         (iWi  +  ^«)G^  (/l  =  I,  2,  . . .), 


où  G  représente  la  fonction  de  Green  relative  au  domaine  D.  Par 
conséquent,  la  fonction  u,  somme  de  la  série  (4),  satisfera  à  la  re- 
lation 

(22)  u  =  J-    f(f-^u)Gdx. 

Or  la  fonction  y*  admet,  par  hypothèse,  des  dérivées  premières  ; 
si  donc  nous  prouvons  que  la  fonction  u  admet  des  dérivées  pre- 
mières, nous  pourrons  affirmer  qu'elle  admet  aussi  des  dérivées 
secondes  et  qu'elle  satisfait  à  l'équation  (1). 

Convenons  de  représenter  par  le  symbole  Do  la  dérivée  d'une 
fonction  cp  par  rapport  à  Tune  quelconque  des  variables  x,y,  z. 
Il  existera,  comme  on  sait,  une  constante  positive  N  telle  que  l'on 
ait 


1. 


|DGO,  y,  z,x',f,  z')\dx'dydz'\<Nt 


quelle  que  soit  la  position  du  point    (x}  y,  z)  à    l'intérieur  de  la 
surface  (S).   On  conclut  de   là,  en  tenant  compte  des  équations 
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(3)  et  (21)  et  des  inégalités  (19))  qu'il  existera  un  nombre  positif 

l>  tel  que  Ton  ail 

hr,„  ,  1      i;0"  1, 

I  !><',„      |-  .  HO"    '. 

(Via  prouve  que  l;t  série  E/Dp,  sera  convergente.  Par  consé- 
quent la  fonction  //  admettra  bien  des  dérivées  premières.  Il  fau- 
dra donc,  conformémenl  à  la  remarque  faite  plus  haut,  qu'elle 
admette  aussi  des  dérivées  secondes  et  qu'elle  satisfasse  à  L'équa- 
tion (1).  La  proposition  <|ue  nous  avions  en  vue  est  donc  dé- 
montrée. 

Observons  en  terminant  cjuc  la  forme  sous  laquelle  nous  avons 
obtenu  l'intégrale  u  de  l'équation  (1)  paraît  devoir  être  de  quelque 
utilité  dans  l'étude  des  propriétés  de  cette  intégrale.  Ainsi,  par 
exemple,  elle  permet  d'établir  très  aisément  le  théorème  suivant, 
démontré  par  M.  Poincaré  dans  le  Mémoire  cité  au  n°  1  : 

Lorsque  le  module  de  \  croit  indéfiniment,  V argument  con- 
servant une  valeur  fixe  comprise  entre  -  et  3  -,  l'intégrale  u  a 

f 
pour  valeur  asymptotique  l'expression  —  >•• 


SUR  LES  SINGULARITÉS  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU  PREMIER  ORDRE; 

Par    M.    J.    Beudon. 

Étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre 

(1)  /<>i,  •  -.,  a?«,  z,Pu  "-,Pn)  =  o, 

on  sait  qu'elle  admet  des  caractéristiques  linéaires  définies  par  les 
équations  suivantes  : 

dx\  dxn  dz  —  dpi 


~, —  3  -j —  Pi  -t-  .  .  •  H-    , —  p  n  3 —    H-  Pi  — 

àfi  dp  a         dp  y1  dpnA  ôXi  Oz 

Pour  engendrer  une  intégrale  quelconque,  on  choisit  arbitraire- 
ment une  multiplicité  M^_,  vérifiant  l'équation  proposée,  et  par 
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chaque  élément  du   premier  ordre  de  cette  multiplicité   on   fail 
passer  une  caractéristique. 

Mais  si  cette  multiplicité  initiale  M.in_i  est  elle-même  engendrée 
par  des  caractéristiques,  le  procédé  précédent  ne  s'applique  plus  : 
je  me  propose  de  démontrer  que,  dans  ce  cas,  il  v  a  une  infinité 
de  surfaces  intégrales  qui  contiennent  cette  multiplicité. 

1.  Une  multiplicité  M^_,  peut  toujours  être  définie  de  la  f;i- 
çon  suivante  :  on  prend  z  et  xn  en  fonction  de  .x,,  .  .  . ,  Xu..t1  on 
écrit 

/    àz  àx„ 

(2) 


P\  ■+  Pn   —  - 

o.rl  ox\ 


\      àz  àxn 

\  dxn-i  ~Pn    '      ''"  dXn-i 

et  il  n'y  a  plus  qu'une  seule  inconnue  pn  ;  si  cette  multiplicité 
appartient  à  l'équation  (i),  on  a 

-/  Oz  <).>-,.,  Oz  0x„  \ 

(i}    f  (;''' '••  *>  Wt  -i'"  àïx  '  ' •  ' :  ïr^T,  ~1' "  S^T,  ' p"  i  =  °- 

Cette  équation  permettra  en  général  de  calculer  pn  sans  ambi- 
guïté; mais  il  pourra  arriver  que  pn  ne  figure  plus  dans  celle 
équation. 

Pour  faire  une  discussion  complète,  il  faudrait  opérer  comme 
l'indique  M.  Goursat  dans  ses  Leçons  sur  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  second  ordre,  c'est-à-dire  considérer,  dans 
1  équation  (î),  />,,  ...,/;„comme  seules  variables  :  elle  représente 
alors  une  surface  dans  l'espace  à  n  dimensions,  et  les  équa- 
tions (2)  représentent  une  droite. 

11  pourra  arriver  ;  ou  bien  que  Ja  droite  (2)  ne  rencontre  pas 
du  tout  la  surface,  auquel  cas  il  y  a  impossibilité  de  faire  passer 
une  surface  intégrale  par  la  multiplicité  M'  considérée-,  ou  bien 
que  la  droite  soit  sur  la  surface,  et  l'indétermination  commence 
aux  dérivées  du  premier  ordre  ;  ou  bien  que  la  droite  soit  tangente 
à  la  surface,  et  l'indétermination  commence  aux  dérivées  du  se- 
cond ordre;  je  n'étudierai  que  ce  dernier  cas. 

La  dérivée  du  premier  membre  de  l'équation  (3)  par  rapport  à 


7!» 

n n  csi  alors  nulle,  el  I  <>n  ;• 


àf       v   V    ''■''" 


<>/>„         Xmd   <>/>,     OXl 


I     I 


Éliminant  pn  entre  les  équations  (3)  et  (/j),  on  ;i  une  équation 
du  premier  ordre  en  3  ei  xn  qui  définit  les  multiplicités  singu- 
lières. 

J'effectue  maintenant  le  changement  de  variables  de  Cauchy, 
qui  consiste  à  remplacer-  les  variables  #<,  #2*  •  •  •?  -r«  Par  'es  va~ 
riables  ./■, ,  .r2,  .  . . ,  XH-\y  y-,  ('1  jc  'c  choisis  de  manière  que  s,  .r„, 
»„  étant  considérés  comme  des  (onctions  de  x{)  ...,  xn_^  elles 
représentent  des  multiplicités  singulières  quel  que  soit  y. 

J'aurai 


àz  àx„ 

d'où 


ày    -  ''"  ày 


dpi  __  àjp»  àx  _    c)/^,  àx„ 
ùy        dxi    ùy         dy    àxt 

Différentions  l'équation  (i)  par  rapport  à  y;  nous  aurons 

//  —  i 
ùf        ùf      \  dxn       ^    ùf  (ùpn  âxn        Op.,  àrn\         àf   àpn 


ùxa        ùzL    )    à  y        *4  dpi\dxi     Oy  ùy    dx,- /         dp„    ày 


o; 


i=l 


le  coefficient  de  -&  est  nul  par  hypothèse,  et  l'on  a 


n  —  \ 


ùf         ùf  ^   àf  àxn\  dxa  _ 

.  ~àx~n  +  Yz  Pn  ~*~  2à  dpi  dxt  I    ày 
i=i 

Pour    avoir  des   multiplicités   M,^_,    appartenant  à   (i)   quel    que 
soit  y,  il  faut 

àf        àf  "yr\  df  dp»     ■ 

i=i 

Ces  multiplicités  sont  donc  définies  parles  équations  (2),  (4) 
et  (5);  on  voit  immédiatement  qu'elles  sont  engendrées  par  les 
caractéristiques  de  l'équation  (1). 

Pour  calculer  les  dérivées  du  second  ordre,  il  faudra  différen- 
tiel- l'équation  (1)  par  rapport    à   .r,,  x2,  . .  . ,  x,i  '•  on   constatera 
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aisément  L'indétermination  du  calcul  <l< >s  éléments  du  second  ordre 
relatifs  aux  multiplicités  précédentes. 

2.  Une  multiplicité  singulière  étant  donnée,  on  peut  faire 
un  changement  de  variables  tel  qu'elle  soit  représentée  par  les 
équations 

Z  =  O,         2tt=0,         />i  —  o,  ...,         pn-\  =  O,         />«  =  '?  (a?i,  .  ..,  tf-„-i); 

et  même,  en  posant 


par 


^  =  o,         3"„  =  o,        y^i  =  o, 

■  •  •  i 

Dans  ces  conditions  on  a 

àf  _Q 
àpn    ' 

àf  =  q 

àxt 

Pn~\  —  O,  />« 


,o„  —  o. 


(*•=  1,2,   ...,  71,) 

pour  les  valeurs  initiales  précédentes. 

L'équation  (i)  peut  alors  être  mise  sous  la  forme 

pn-\  =  &iPl  H"  •  •  •  -+-  «rt—2 /?rt-2 -f-  p -S  ■+-...  , 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  à  i  par  rapport  à 
xn  et  p/n  et  ne  renfermant  pas  de  termes  où  x^  ...,  xn_s  figu- 
rent seuls. 

Cette  équation  possède  une  intégrale  holomorplie  qui  se  réduit 
à  une  fonction  donnée  de  x^  x2,  ...,xn_2,  xn  poura?fl_1  =  o; 
mais,  à  cause  des  conditions  précédentes,  cette  fonction,  déve- 
loppée suivant  les  puissances  de  xu,  est  de  la  forme 

cp2(a?i,  . . . ,  x n-î)  xft  -h  cp3(#n  . .  .,xn-i)xl  -h 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  surfaces  intégrales  qui  passent 
par  la  multiplicité  singulière  M^_,  engendrée  par  les  caracté- 
ristiques. 


SI 


COMPTES   KKïNMIS   DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU  6  AVRIL  1898. 

l'iii.si ik:m  i:   DE    H.    D'OCAGNI 

Communications  : 

M.  Jahnke  :  Sur  un  théorème  relatif  aux  substitutions  or- 
thogonales. 

M.  Blutel  :  Sur  une  correspondance  entre  les  lignes  asympto- 
tiques  des  surfaces  tétraédrales  et  les  génératrices  rectilignes 
des  quadriques. 

M.  Dupoiicq  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  un  théorème  de  M.  Humbert. 

Au  moyen  des  propriétés  des  fonctions  0,  M.  Humbert  est, 
dernièrement,  parvenu  incidemment  au  théorème  suivant  : 

Soit  12  3  4  5  6  un  hexagone  inscrit  à  une  conique  et  tel  que 
la  conique  inscrite  au  pentagone  i  3  /j  5  6  passe  peu-  le  point  i  : 
la  conique  inscrite  au  pentagone  i  f\  3  6  5  passera  par  le  point  i. 

Je  vais  indiquer  une  démonstration  géométrique  de  cette  élé- 
gante propriété  :  elle  résulte  immédiatement  de  ce  que  si  i,  2,  3, 
i',  2',  3'  désignent  six  droites  tangentes  à  une  même  conique, 
il  existe  une  transformation  du  second  ordre  telle  que  les 
droites  1  et  \' ,  2  et  2',  3  et  y  soient  respectivement  réciproques. 
Les  trois  pôles  remarquables,  dans  cette  transformation,  sont  les 
points  (1  i'),  (2  2')  et  (3  3'),  et  Ton  achève  de  la  déterminer  en  se 
donnant  les  points  réciproques  (1  2)  et  (l'a')  :  les  droites  1  et  i', 
2  et  1'  sont  bien  alors  réciproques.  Quant  aux  droites  réciproques 
issues  du  point  (3  3'),  elles  forment  un  faisceau  involutif,  dont 
on  a  deux  couples  de  rayons  conjugués  en  joignant  le  point  (3  3;), 
d'une  part  aux  points  (1  i')  et  (a  2')  et,  d'autre  part,  aux  points 
(1  2)  et  (i'2;);  ce  faisceau  involutif  est  donc  celui  des  tangentes 
menées  de  (3  3')  aux  coniques  inscrites  au  quadrilatère  formé  par 
lt ;s  droites  1,  1'.  2,  2! ;  ta  propriété  annoncée  en  résulte, 
wvi.  6 
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S'il  existe  une  conique  tangente  à  la  droite  i  et  circonscrite  au 
pentagone  iA2  :>.'  3  .'>',  cèlle-cî  se  transformera  ainsi  en  une  conique 
tangente  à  la  droile  i'  et  circonscrite  au  pentagone  i  2'  2  >'  3.  On 
obtient  ainsi  le  théorème  dualistique  de  celui  qu'énonce  I\J.  Hum- 
bert. 

M.  Laisaxt  fait  Ja  Communication  suivante  : 

Sur  la  loi  de  l'hodographe  circulaire  dans  les  mouvements 
dus  à  une  force  centrale. 

Soit  M  un  point  matériel  mobile  sous  l'action  d'une  force  cen- 
trale dirigée  vers  O.  Si  nous  considérons  le  point  correspondant  M, 

Fie.  1. 


de  l'hodographe,  la  tangente  en  M,  est  parallèle  à  OM  et  Ton   a 

-~  =  —  >  en  appelant  F  ]a  force  et  m  la  masse. 
dt  m  r  r 

De   plus,  en  rapportant  le  mouvement  à  un   axe  polaire  OZ, 

nous  avons  /-  -r  =  L,  la  constante  des  aires. 
dt 

Le  rayon  de  courbure  de  l'hodographe  en  M,  est 

ds\  F 

dsi         dt  tu        F/2 

pI  =  ~dT)  =  ~dM  ~  "G"  =  mC  ' 
~dt         r2 

Donc,  si  F/*2  est  constant,  c'est-à-dire  si  la  force  est  inversement 
proportionnelle  au  carré  de  la  distance,  l'hodographe  est  circu- 
laire, et  elle  n'est  circulaire  que  dans  ce  cas  seulement  ;  c'est- 
à-dire  que  la  réciproque  est  vraie. 

Cette  démonstration  est  tellement  simple  que  c'est  plutôt  une 
constatation .  Celles  qui  ont  été  données  jusqu'ici  de  celle  pro- 
position semblent  être  singulièrement  plus  compliquées. 


s:; 
SÉANCE  Dl    l  i  AVRIL  1898. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   D'OCAGNE. 

(  'ommunications  . 

M.  Demoulin  :  Démonstration  d* un  théorème  de  Ribaucour 
sur  les  périsphères. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  les  méthodes  nomo graphiques. 


SÉANCE    DU    4   MAI    1898. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    LECORNU. 

(  'ommunications  : 

M.  Bricard  :  Note  sur  une  propriété  des  fonctions  elliptiques 

du  second  ordre. 

M.  Fontené  :  Interprétation  géométrique  des  constantes  de 
Cayley,  permettant  d' exprimer  les  coefficients  d'une  substitu- 
tion orthogonale  quaternaire. 

M.  Pellet  adresse  un  Mémoire  Sur  la  théorie  des  surfaces. 


SÉANCE   DU    18  MAI    1898. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CARVALLO. 


Elections 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Jarry, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Élie  Perrin;  M.  de  Montessus  de 
Ballore,  présenté  par  MM.  Laisant  et  d'Ocagne. 

Communications  : 

M.  Duporcq  :  Sur  une  correspondance  entre  deux  plans. 

M.   Goursat  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  équations  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur  nulle 

Dans  une  Note  des  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences  (t.  GXXV,  p,  i5g;  1897),  M.  E.  Gosseral  a  indiqué  des 
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formules  très  élégantes  pour  représenter  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur  nulle. 
En  modifiant  un  peu  les  notations,  on  peut  mettre  ces  formules 
sous  la  forme  plus  symétrique  suivante  : 

Soient  a,  [j  les  paramètres  des  deux  familles  de  courbes  de  lon- 
gueur nulle,  X(a,  [j)  une  fonction,  qui  peut  être  quelconque,  de 
ces  deux  paramètres,  et  0,,  82  deux  intégrales  particulières  dis- 
tinctes de  l'équation  linéaire 

x,  y,  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  la  sur- 
face considérée,  les  formules  en  question  peuvent  s'écrire 

On  peut  remarquer  aussi  la  formule  simple  qui  donne  ds-  : 

ji        '   /n    d°2       fi    'yf,1Y./     /^ 
as1  =  r  I  Oi   —  --  05  -77  I   «a  rfg. 


^3 
SÉANCE    DU    1"    JUIN    1898. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    LECORNL*. 

Communications  : 

M.  Hadamard  :  Sur  la  foi1  me  des  lignes  géodésiques  à  l  in- 
fini et  sur  les  géodésiques  des  surfaces  réglées  du  second  ordre. 

M.  Rafly  :  Sur  les  réseaux  conjugués  et  la  déformation  des 
surfaces. 

M.  de  Montcheuil  adresse  une  Etude  des  surfaces  dé  finies 
par  l'équation  11  -f-  IV  =  F(u)  -f-  F,  (u{  ). 

M.  d'Ocagwe  transmet,  de  la  part  de  M.  Greenhill,  une  série  de 
figures    stéréoscopiques    permettant   de   voir  dans  l'espace  divers 
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exemples  de  courbes  gauches,  obtenues  par  M .  Greenhill  au  cours 
de  ses  études  sur  les  Intégrales  pseudo-elliptiques  |  '  l. 

M.  Lecormu  fail  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  développantes  d'une  développante  de  cercle. 

Désignons  par  r  le  ra\  on  polaire  d'un  point  M  d'une  courbe  (C) 
el  par  p  la  distance  de  l'origine  0  à  la  tangente  en  TNI.  On  s;iit  que 

le  rayon  de  courbure  p  vérifie  la  relation  p  =  — -,  ••  Si  donc  on  veut 

J  '  k  dp 

que  p  soit  égal  à  r,  on  doit  poser  dr  =  dp\  d'où,  en  appelant  a 
une  constante  arbitraire,  r  =  p-j-a.  On  a  alors  p  =jt?  -f-  a,  el 
cette  dernière  relation  permet  de  reconnaître  que  la  courbe  (C)  a 
pour  développée  la  développante  d'un  cercle  de  centre  O  et  de 
rayon  a.  Mais,  parmi  toutes  les  développantes  d'une  développante 
de  cercle,  une  seule  jouit  de  la  propriété  en  question  ;  car,  si  l'on 
considère  en  particulier  le  point  de  rebroussement  P  de  la  déve- 
loppante de  cercle,  le  point  correspondant  de  la  courbe  (C)  doit 
se  trouver  au  milieu  du  rayon  OP. 

Soit  (C)  une  autre  développante  de  la  même  développante  de 
cercle;  soient,  pour  un  point  M'  de  cette  courbe,  /•',  //,  p'  les 
longueurs  analogues  à /*,/?,  p.  On  a  la  relation  générale  pr=pf-{-a 

que  l'on  peut  écrire     ,  ,    =  p1  -+-  a\  d'où,  en  intégrant, 

r'2  =  (//-+-  a)'2-r-  const.         ou  bien         r'2  =  p'2  —  const. 

Pour  avoir  la  signification  géométrique  de  la  constante,  faisons  cor- 
respondre les  points  M'  et  M,  de  manière  qu'ils  se  trouvent  sur 
une  normale  commune  à  (C)  et  (C),  et  désignons  par  h  la  distance 
constante  MM'.  On  a  pr=p  H-  //  el  p'=  p  +  h  =  r  +  //.  En  outre, 
le  triangle  OMM'  donne 


/•2—  /• 


h 2  -h  2  hp  =  r2  -f-  h2  -+- 1  h  ( '  r  —  a  )  =  (/•  —  //) 2  —  >.]ia  =  p' 2  -  -  •>.  h  a  : 


la  constante  est  donc  égale  à  —  •>.  ha. 
En  résumé  : 

Parmi  toutes  les  développantes  d'une  même  développante  de 

(')  Le  stéréoscope  dont  M.  Greenhill  a  fait  don  à  la  Société  lors  d'un  premier 
envoi  de  figures  de  ce  genre  est  déposé  ;'i  la  bibliothèque  de  la  Sociélé. 
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cercle,  il  y  en  a  une  dont  le  rayon  de  courbure  est  partout 
égal  au  rayon  polaire  issu  du  centre  du  cercle.  Pour  une  autre 
quelconque  de  ces  courues,  située  à  la  distance  h  de  la  pre- 
mière, la  différence  entre  le  carré  du  rayon  de  courbure  et  le 
carré  du  rayon  polaire  est  constante  et  égale  à  deux  fois  le 
produit  du  rayon  du  cercle  par  V  écarte  ment  li. 


SÉANCE    DU    15   JUIN    L898. 

PRÉSIDENCE    DE    M-    LECORNU- 

Commun ica tion s  : 

M.  Lecornu  :  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre. 

M.  Gouhsat  adresse  une  ÎNote  sur  V existence  des  fonctions 
intégrales  cVun  système  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

M.  Touche  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  résistance  des  fluides  à  une  sphère. 

Nous  avons  établi,  dans  des  conditions  particulières  déterminées 
et  pour  le  cas  d'un  disque,  les  courbes  trajectoires  d'un  fluide  et 
les  courbes  orthogonales  aux  trajectoires.  Les  courbes  orthogo- 
nales aux  trajectoires  ont  pour  équation 


(/./■'  cosa'    ,  ,  T         ( ds 

—r— = — i  dcL     i  +    -7- 

x  sin  a  \  as  , 


■)'} 


Si,  pour  le  cas  d'un  disque,  on  mène,  par  le  point  considéré  du 

lluide  dévié,  une  parallèle  au  disque,  on  voit  aisément  que  —r-  a 

pour  valeur  tang(a  +  |i5),  de  sorte   que  l'équation   de   la   courbe 

devient 

*L'  =_  Ï2^d*'[i  +  tangua  -+- S)]. 
x  sina 

Nous  avons  calculé,  de  point  en  point,  la  courbe  orthogonale 
représentée  par  cette  équation,  ainsi  que  la  courbe  trajectoire. 
Nous  avons  obtenu,  pour  un  disque  indéfini,  toutes  les  courbes 
trajectoires  du  lluide  et  toutes  les  courbes  orthogonales,  en  traçanl 
les  lignes  homothétiques  directes  d'une  seule  d'entre  elles. 
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Prenons  les  lignes  inverses  limites  du  Tableau  ainsi  formé; 
considérons,  comme  axe  des  a \  une  ligne  partant  du  centre  O  du 
disque  <-t  située  dans  l<-  plan  du  disque.  La  ligne  inverse  limii<-  «!<• 
l'axe  des  x  sera  une  circonférence  tangente  <"n  <  I  à  cet  axe  des  x 
ci  dont  nous  pouvons  choisir  l<i  rayon  égal  à  l'unité. 

( IniiMtlrrons  cette  circonférence  comme  un  grand  cercle  d'une 
sphère  el  examinons  quelles  seront,  pour  l<-  fluide  ambiant,  les 
courbes  trajectoires  et  les  courbes  orthogonales  aux  trajectoires, 
autour  <le  cette  sphère. 

Nous  avons  vu  (')  que  si,  sur  notre  premier  Tableau  de;  lignes 
trajectoires  et  de  lignes  orthogonales,  nous  traçons  des  droites 
passant  par  le  centre  O,  les  lignes  inverses  limites  de  ces  droites 
sont  des  circonférences  de  rayon  égal  à  l'unité,  passant  par  le 
point  O  et  dont  les  tangentes  en  O  sont  inclinées,  sur  l'axe  des  x^ 
du  même  angle  que  les  droites  correspondantes  dans  le  premier 
Tableau. 

En  traçant  sur  ces  circonférences,  et  en  chaque  point,  des  élé- 
ments de  droite  faisant  avec  la  tangente  à  la  circonférence  le  même 
angle  que  la  courbe  trajectoire,  dans  le  cas  du  disque,  fait  avec  la 
droite  correspondante  dans  le  premier  Tableau  et  en  opérant  de 
même  pour  la  courbe  orthogonale,  on  obtient  un  second  Tableau 
de  courbes  trajectoires  et  de  courbes  orthogonales  autour  de  la 
sphère. 

Remarquons  qu'à  peu  de  distance  du  point  O  le  second  Tableau 
de  courbes  trajectoires  et  de  courbes  orthogonales  coïncide  exac- 
tement avec  le  premier  Tableau,  ce  qui  doit  avoir  lieu,  si  le  sys- 
tème de  courbes  trajectoires  et  de  courbes  orthogonales  autour  de 
la  sphère  est  bien  un  système  de  courbes  trajectoires  du  fluide  et 
de  courbes  orthogonales  et  qu'en  cette  partie  les  courbes  trajec- 
toires et  les  courbes  orthogonales  autour  de  la  sphère  corres- 
pondent exactement  aux  équations  générales  de  ces  courbes  pour 
un  fluide,  à  l'exclusion  de  toutes  autres  équations. 

Observons  que,  dans  notre  Communication  sur  les  ligures  in- 
verses limites,  nous  avons  indiqué  Je  moyen  de  déduire  d'un  pre- 
mier Tableau  de  courbes  trajectoires  et  de  courbes  orthogonales, 


i1)  Sur  les  figures  inverses  limites  {Bulletin  de  la  Société   mathématique 
de  France,  t.  \\\  I.  n0'  1  et  2,  p.  3  i. 
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un  second  Tableau  de  courbes  trajectoires  et  de  courbes  orthogo- 
nales et  cela  quelle  que  soit  l'équation  de  la  courbe  trajectoire  qui 
détermine  celte  courbe  pour  le  premier  Tableau. 

En  nous  appuyant  sur  cette  théorie  pour  les  applications  à  la 
résistance  d'un  fluide  à  une  sphère,  nous  considérons  des  courbes 
orthogonales  à  une  surface  plane  et  qui  satisfont  aux  équations 
trouvées  pour  le  cas  du  disque;  le  second  Tableau  nous  donne 
des  courbes  orthogonales  à  la  sphère.  Si,  comme  nous  le  pensons, 
sans  toutefois  pouvoir  le  démontrer,  nous  avons  trouvé  le  moyen 
de  déterminer  ainsi  tous  les  systèmes  de  courbes  trajectoires  et 
orthogonales  qui  peuvent  exister  autour  d'une  sphère,  il  s'en- 
suivra que  le  second  Tableau,  obtenu  au  moyen  d'un  premier 
Tableau  relatif  au  cas  du  disque,  sera  bien  celui  du  système  des 
courbes  trajectoires  et  des  courbes  orthogonales  d'un  fluide  autour 
d'une  sphère. 

Nous  avons  fait  l'épure  des  courbes  trajectoires  et  des  courbes 
orthogonales  autour  de  la  sphère  et  voici  ce  que  nous  avons  re- 
marqué sur  le  dessin  : 

L'inflexion  brusque  a  lieu  suivant  un  arc  de  circonférence  c  de 
rayon  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  de  même  rayon  que  la  sphère  qui 
limite  le  corps  immergé,  cette  circonférence  partant  du  point  O 
et  sa  tangente  en  O  faisant  avec  l'axe  des  x  un  angle  de  56°.  La 
longueur  de  l'arc  est  de  56°,  de  sorte  que  l'inflexion  brusque  com- 
mence en  O  et  se  termine  sur  la  parallèle  à  l'axe  des  y,  distante 
de  cet  axe  du  sinus  de  56°.  Vers  le  point  O,  le  fluide,  qui  se  mou- 
vait parallèlement  à  l'axe  des  y,  s'infléchit  brusquement  suivant 
la  circonférence  c,  de  manière  à  faire  ensuite  avec  cet  axe  un 
angle  de  56".  Si  l'on  suit  la  circonférence  c,  l'inflexion  brusque  a 
toujours  lieu  sur  cette  circonférence,  mais  l'angle  va  en  diminuant 
et  devient  nul  lorsqu'on  arrive  à  l'extrémité  d'un  arc  de  56°.  11 
n'y  a  plus  d'inflexion  brusque  en  dehors  de  cet  arc;  les  trajectoires 
fluides  commencent  alors  à  s'infléchir  dans  l'intérieur  de  la  cir- 
conférence c  et  le  font  progressivement.  La  dernière  trajectoire, 
qui  donne  lieu  à  une  inflexion  brusque  (très  petite),  part  du 
point  x  •=.  sin  5G'\  y  —  i —  sin  56°,  et  suit  une  ligne  à  double 
courbure,  dont  l'inclinaison  sur  l'axe  des  x  part  de  900,  arrive  à 
-o°  et  revient  à  85°.  La  trajectoire,  qui  part  du  point  x  =  i,i4> 
y  ■==.  i,i,  suit  une  ligne  à  double  courbure,  dont  l'inclinaison  sur 
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l'axe  des  x  pari  de  oo°  el   s'éloigne  peu  d'une  droite  inclinée  de 

85°  sur  l'axe  des  x, 

La  pression  exercée  par  le;  fluide  sur  la  sphère  est  la  même  que 
celle  exercée  sur  le  disque, aux  environs  du  pointO.  Nous  remar 
querons  que,  dans  l'hypothèse  envisagée  de  la  densité  constante, 
la  vitesse  en  un  poinl  est,  pour  une  même  trajectoire,  en  raison 
inverse  du  produit  <le  la  distance  de  cette  trajectoire  à  une  trajec- 
toire Mrs  voisine,  multipliée  par  la  distance  du  point  considéré  à 
Taxe  des  )  . 

Le  dessin  donne  ainsi  le  moyen  d'obtenir  les  vitesses;  on  en 
déduil  les  pressions  à  l'aide  de  l'équation 

îNous  trouvons  ainsi  que  les  pressions  sur  la  sphère  vont  en  di- 
minuant à  partir  du  point  O,  c'est-à-dire  du  point  correspondant 
à  o°;  qu'elles  deviennent  nulles  pour  un  poinl  correspondant  en- 
viron à  65°  et  que,  à  partir  de  ce  point,  la  pression  devient  infé- 
rieure à  la  pression  extérieure. 

M.  Borel  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  caractéristiques  des  fonctions  0. 

On  sait  qu'une  fonction  ()  à  p  variables  donne  naissance,  par 
l'addition  aux  arguments  de  demi-périodes  (et  multiplication  par 
un  facteur  exponentiel  convenable),  à  i-p  fonctions  associées 
(y  compris  la  fonction  dont  on  est  parti).  Chacune  de  ces  fonc- 
tions peut  être  définie  par  ce  que  l'on  appelle  sa  caractéristique } 
c'est-à-dire  par  un  système  de  ip  nombres 

Xi,  X2 Xp 

\  A  11    A  2  '     ■  •  •  1    A  /' 

égaux  chacun  à  zéro  ou  à  un.  La  caractéristique  est  d'\lc  paire  ou 
impaire,  suivant  que  la  somme 

i)  X,X'1-f-X2X'2-f-:..+  X/,X,,=  L     ■ 

es!  paire  ou  impaire;  d'ailleurs,  la  fonction  0  est  paire  ou  impaire, 
suivant  <pic  sa  caractéristique  est  elle-même  paire  ou  impaire. 
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La  détermination  [du  nombre  des  caractéristiques  paires  a  de 
l'importance  dans  diverses  questions;  on  y  parvient  ordinairement 
par  \<>i<:  de  récurrence  (en  passant  de  j>  à  />  -h  i).  Il  m'a  semblé 
qu'il  pouvait  y  avoir  quelque  intérêt  à  v  arriver  directement. 

C'est  ce  que  l'on  fait  à  l'aide  des  remarques  bien  simples  sui- 
vantes. Posons 

(  2  )  ;j.,  À  ',  -+-  ;x,  X'2  -+- .  .  . -h  a,,  \'p  =  M  ; 

on  aura 

(  3  )  (À,  -+-  ji^XJ  +.  .  .H-CXp-4-  ;;.,,)  >.;,  =  L  -h  M. 

Cela  étant,  groupons  ensemble  les  caractéristiques  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  fixes  de  a',,  a.'(,  . ..,  X'  ;  leur  nombre  est  iP 
(puisque  chacun  des  nombres  A, ,  X2,  • .,  A7J  peut  prendre  la  valeur 
zéro  ou  un).  Les  équations  (i),  (2),  (3)  montrent  immédiatement 
que  ces  'iP  caractéristiques,  ou  bien  se  partagent  également  en 
caractéristiques  paires  et  impaires  ou  bien  sont  toutes  paires  ('). 
Ce  dernier  cas  ne  peut  d'ailleurs  se  présenter  que  si  les  V  sont 
tous  nuls. 

D'autre  part,  il  est  clair  qu'il  y  a  'iP  systèmes  de  valeurs  possibles 
des  )/;  à  iP —  1  de  ces  systèmes  (ceux  dans  lesquels  les  V  ne  sont 
pas  tous  nuls)  correspondent,  pour  chacun  d'eux,  c>Jy~'i  caracté- 
ristiques paires  et  iP~K  impaires;  au  système  unique  dans  lequel 
les  )/  sont  tous  nuls,  iP  caractéristiques  paires.  Le  nombre  total 
des  caractéristiques  paires  est  donc 

et  celui  des  caractéristiques  impaires  est  ('iP —  1  )>/'    '. 

Cette  méthode  s'étendrait  d'ailleurs  aisément  au  cas  où  l'on 
considérerait  les  caractéristiques  des  fonctions  0  obtenues  en 
ajoutant  aux  arguments,  non  plus  des  demi-périodes,  mais  des 
^ièmes  parles  (je  périodes. 


(')  En  ciïet,  regardons  les  X  comme  fixes  (non  tous  nuls)  et  les  ;j.  comme 
variables;  si  L  est  impair,  L  -4-  M  sera  pair  si  M  est  impair,  et  impair  si  M  est 
pair;  d'ailleurs,  si  les  [j.  prennent  tous  les  systèmes  de  valeurs  différentes  (suivant 
le  module  :>)>  il  en  sera  de  même  des  À  +  u.  Cela  suffit  pour  prouver  le  résultat 
énoncé. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


NOTE  SUR   UNE  PROPRIÉTÉ  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES 
DU  SECOND  ORDRE; 

Par  M.  Raoul  Buicard. 

I. 

Dans  une  Note  Sur  les  fonctions  elliptiques  du  second  ordre, 
mis, •rcc  au  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  j'ai  établi  La 
propriété  suivante  : 

Sit,  u,  vsont  trois  fonctions  elliptiques  du  second  ordre,  aux 

mêmes  périodes,  d'un  même  argument  s,  il  existe  entre  ces 
trois  fonctions,  en  exceptant  certains  cas  particuliers,  deux 
relations  distinctes  qui  sont  linéaires  par  rapport  à  chacune 
d'elles. 


(0 


A  tuv  —  l>  uv  T-t;r/  +  D/;/  +  E  t  +  F  u  +  Go+H  =  o, 
k!tuv  H-  IJ'/a'  +  G'r/  -+-  D'ta-h  E'*H-  F' m  -+-  G'r  —  II'  =  o, 


A,  B.  .  .  . ,  11'  désignant  des  constantes. 

Considérons  en   particulier  les    trois   fonctions    elliptiques   du 
second  ordre 

'=/(;).      «=/(  —  f)>      '=/(«  + t)' 

2(0  désignant  l'une  quelconque  des  périodes  communes  à  ces  trois 
fonctions  :  on  peut  leur  appliquer  l'énoncé  qui  précède.  Remar- 
quons, en  outre,  qu'en  éliminant  successivement  t,  u,  v  entre  les 
deux  équations  (i),  on  forme  les  équations  doublement  quadra- 
tiques qui  relient  deux  à  deux  les  trois  fonctions  considérées.  Or, 
il  est  bien  clair  qu'en  raison  des  formes  choisies  pour  ces  trois 
fonctions,  les  équations  doublement  quadratiques  dont  il  s'agit 
doivent  avoir  les  mêmes  coefficients.  Cela  exige  que  chacune  des 
équations  (i)  soit  symétrique  par  rapport  aux  variables  qu'elle 
renferme.  Le  système  (i)  est  donc  de  la  forme 

\   tuv  -1-  I)  i  uv    -  vt   h  tu)-\-  E  (t  -+-  u  ■+-  v)  -+-  H   =  o, 

V ///c->- l>' ( //c       vt       tu)-+-E'(t       u       v)      II     -  o. 
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Il  suit  de  là  que  les  quantités  tuv,  uv  -+-  vt  -H  tu,  t  -f-  u  -f-  v 
sont  fonctions  linéaires  d'un  paramètre  X,  Ou  peut  encore  expri- 
mer ainsi  qu'il  suit  le  résultat  précéder] l  : 

Les  trois  fonctions  elliptiques 

sont  racines  d'une  équation  de  la  forme 

/(6)  +  X<p(6)  =  o, 

/'(0)  r/  <p(ô)  étant  des  polynômes  du  troisième  degré  à  coeffi- 
cients constants. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  suivant,  dont  nous  don- 
nerons une  démonstration  indépendante  des  considérations  qui 
précèdent  : 

Soit  f{z)  une  fonction  elliptique  du  second  ordre,  dont 
l  une  des  périodes  est  2w.  Considérons  les  expressions 

t0=f(z),  tx—f(z-\ J,  ••-,  *rt_i=/(3H —   2wj- 

L'équation  qui  a  pour  racines  t(),  t{,  .  ..,  /„_,  est  de  la 
forme 

(2)  P(6)-f-XQ(6)  =  o, 

l*(B)  et  Q(B)  désignant  deux  polynômes  du  degré  n,  à  coeffi- 
cients constants. 

Pour  établir  ce  théorème,  il  suffit  de  montrer  que  les  diverses 
fonctions  symétriques  élémentaires  des  quantités  /0,  /,,  .  .  .,  /„_, 
peuvent  s'exprimer  linéairement  en  fonction  de  l'une  d'entre 
elles,  par  exemple  de  leur  produit 

^0  t\  .  .  .  t u—\. 

Considérons  donc  l'une  de  ces  fonctions  symétriques 

!'/.■  =    7  //,,  tht .  .  .  //,,,,         i  //].  //,,  ....  /// .=  o.  i .....  //  —  r). 


el  formons  l'expression 

Va  l'A-A,/,,/ 


ii     h 


\/,  étanl  une  constante  quelconque. 

Considérée  comme  fonction  de  l'argument  3,  l'expression  V 
est  elliptique  el  de  l'ordre  2/1.  Ses  pôles  sont  ceux  des  fonctions 

/„,  /, f/i-if  c'est-à-dire,  en  désignant  par  y.  et  [3  les  polos  de 

/'(  3  ).  les  a  //  quantités 


•>.  (O  II I 

y. ,      a ?  ■  •  •  >      a  — 2  w  , 

n  n 

a         u  2  0)  rj  /i  —  I 


Nous  supposerons  d'abord  que  ces  quantités  sont  toutes  dis- 
tinctes entre  elles  :  les  pôles  de  V  sont  donc  simples. 

Remarquons  en  outre  que,  pour  démontrer  le  théorème  dont  il 
s'agit,  on  peut  supposer  la  fonction  j\  multipliée  au  besoin  par 
un  facteur  numérique,  telle  que,  dans  les  environs  du  pôle  a,  elle 
ad  mette  un  développement  de  la  forme 

R  étant  une  fonction  holomorphe.  On  sait  qu'alors,  dans  les  en- 
virons du  pôle  [ii,  son  développement  est  de  la  forme 

/(*)=  ;=iff-HRi(*)> 
z~  P 

K|  étant  une  fonction  holomorphe. 

Avant  fait  ces  hypothèses,  donnons   à   z  la   valeur  a 

/  étant  un  nombre  quelconque  de  la  suite 


-   2  0) 


o,   1 ,    .  .  . ,  n  —  I 


Dans  les  environs  de  ce  pôle,  la  fonction  V  admet  un  dévelop- 
pement de  la  forme 

Ra  étant  holomorphe.  Il  est  aisé  de  former  le  résidu  p,  en  se  re- 
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portant  h  la  définition  de  la  fonction  V.  On  trouve  ainsi 


\  ri  I  /'/-> 


p=7    fia 2  (i)  H ■  2  <o  ).../'  f  a  -     -  2  u)  4-  ■       -  2  o 

1       ^d-'V        //  /i        /        ''  \        n  ii 

k      /■/  /  \    ri  /  '">  \  /•/  ^  //  —  I 

—  A  /•/  (  a  —  -  -  2  to     /  (  a 2UH •'../« 2  to 

y  \  n        /  ^  \         //  tt  /        J  \         n  a 

Sons  le   signe  ^j    les    nombres   //, ///,    ,    doivent  former 

lonlcs  les  combinaisons  possibles  des  nombres 

O,  I  ,   2 ,   .  .  .  ,    /  —  I  ,    l  -\-  \,  ....   //  —  I  . 

pris  /.  —  i  à  /.  —  i . 

Quant  au  coefficient  de  A,  c'est  un   produil  de  facteurs  de  la 
forme 

J  la  —  -  2  fi>  H 2  a> 


où  A  prend  successivement  les  valeurs  écrites  précédemment. 
D'après  cela,  o  peut  s'écrire  simplement 


P  = 


-a./(.-^)/(.-.4=.../(. 

(/?!,       A2,        ....       A/,  -i  =   1  .   2 /i 


//  —  I 

a 2(0 


Jusqu'ici  la  constante  A  a  été  laissée  arbitraire;  si  l'on  donne  à 
cette  constante  la  valeur 

2/(-£">j.../(.-^H 

le  résidu  p  sera  nul.  Comme  /  ne  figure  pas  dans  l'expression  (3), 
la  fonction  V,  pour  celte  même  valeur  de  A,  aura  un  résidu  nul 
en  chacun  des  pôles 

2  (0                                     il  —  I 
a,    a  —  j       •  •  •  >       a 2 (o . 

o  n 

.Je  dis  que  le  résidu  de  V  sera  nul  aussi  en  chacun  des  pôles 

S    o        2W        .  8        W""'?M 

f]  // 
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En  effet,  pour  annuler  le  résidu  en  chacun  des  pôles  correspon- 
dants, il  faul  donner  à  A  la  valeur 


/(p-t)-/^-^») 

(  //',.    //',.     .  .  .,    ///     |         i  .   2 n  —  i  i. 

Or,  cette  valeur  esl  identique  à  la  précédente.  Eu  effet,  il  entre 
dans  les  expressions  (3)  et  (4)  un  même  nombre  d'éléments  que 
Ton  peu!  se  faire  correspondre  deuî  à  deux  par  les  formules 

//',  =  /<  —  A| h'/{  ,  -  //      /'/,-ii 

eî  Ton  a 


/(-*") -/|W<"-*>t] 


puisque  les  arguments  qui  figurent  dans  le  premier  et  dans  le  sc- 
cond  membre  ont  pour  somme,  à  une  période  près,  a  h-  fi,  somme 
des  pôles  de  la  fonction  /. 

En  résumé,  si  l'on  demne  à  A/,  la  valeur  (3)  identique,  à  la  va- 
leur (4),  la  fonclion  elliptique  V  a  tous  ses  résidus  nuls.  Elle  se 
réduit  à  une  constante  B*,  et  Ton  a 

Pk  =  A/,V,  .../„_,+-  H/,. 

I 

L'équation  qui  a  pour  racines  /„,  /,,  .  .  . ,  /„_,  est  donc  de  la 
forme 

B«-f-(AiX-+-  B1)6«-«H-(AaX-+-  B2)6»-*-t-...-h(A„_1X  h-  B^ô  h- X  =  o. 

On  voit  qu'elle  est  bien  de  la  forme  (-a). 

Pour  compléter  la  démonstration,  il  faut  examiner  le  cas, 
exclu  jusqu'ici,  où  les  9,  n  pôles 

n  —  i 

....      y.  — i  (o . 

ii 

a       "  ~  ' 

. . . ,       p '1  0)  . 

n 

oe  >eraient  pas  tous  distincts. 

On  fera  rentrer  immédiatement  ce  cas  dans  le  précédent  en 
substituant   à   la   fonclion  /  une  fonclion  du  second  ordre  tp,  aux 


2  lo 

a y 

n 

P. 

o        9t0 

1         II 
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mêmes  périodes  que  /,  dont  les  pôles  a' cl  y  satisfont  à  la  relation 


ï'+f'=a+  (3, 


et  sont  choisis,  ce  qui  est  évidemment  possible,  de  manière  que 
les  quantités 


'210 
II 


P',    P'-— . 

1         '  n 


, 

— 

// 

— 

1 

•>.  "J. 

//, 

(.)' 

11 

— 

I 

2  (0 

H 

soient  toutes  distinctes  entre  elles. 

Le  raisonnement  précédent  peut  alors  s'appliquer  :  les  n  fonc- 
tions 

O  (Z),       !p|Z+  - —   )  >        Ci  (  Z  -+- 2  tl)  ) 

'V  '*    /  '\  «  / 

sont  racines  dune  équation  de  la  forme 

P(0')-f-XQ(6')  =  o. 

D'autre  part,  les  fonctions  du  second  ordre^'ct  <p,  ayant  même 
somme  de  pôles,  sont  reliées,  comme  on  sait,  par  une  relation 
ho  mographi  que. 

On  obtiendra  donc  l'équation  en  8  en  opérant  une  substitution 
homographique  sur  l'équation  précédente,  et  il  est  clair  que  celle 
nouvelle  équation  contiendra  encore  linéairement  À. 

Le  théorème  énoncé  est  ainsi  démontré  dans  tous  les  cas. 


IL 


Ce  théorème  est  susceptible  d'applications  géométriques  et 
nous  allons  en  donner  une. 

Considérons  deux  coniques  C  et  C'  telles  qu'il  existe  un  poly- 
gone de  n  côtés  inscrit  à  la  première  et  circonscrit  à  la  seconde. 
On  sait,  d'après  le  théorème  de  Poncelet,  qu'il  existe  alors  une 
infinité  de  polygones  de  n  côtés  jouissant  de  la  même  propriété. 

Proposons-nous  de  chercher  le  tien  des  centres  des  moyennes 
distances  des  sommets  d'un  tel  polygone,  quand  il  varie  de 
manière  à  rester  inscrit  à  C  et  circonscrit  à  (7. 


!)7   — 

Nous  rapporterons  à  cel  eflel  la  conique  <>  à  ses  asymptotes. 
Soil 

son  équation.  Les  coordonnées  de  I Un  quelconque  de  ses  points 
peuvent  être  représentées  |>;n-  les  formules 

i 
/ 

Cela  posé,  on  peut,  comme  on  s;ui,  former  une  fonction  ellip- 
tique du  second  ordre  /'(  3  »,  telle  que  les  valeurs  du  paramètre  /, 
définies  par  les  égalités 

WO),      *,=/(*+^) /„  .«/(j  +  ii^I,. 

\         n  !  " 

correspondent  constamment,  lorsque  Z  varie,  aux  //  sommets  du 
polygone  considéré,  quand  il  se  déforme  dans  les  conditions 
prescrites.  La  fonction  /(z)  dépend  naturellement  de  laconique  C. 
Les  paramètres  t0,  .  ..,  /N_t,  correspondant  aux  sommets  du 
polygone,  sont  donc  racines  d'une  équation  de  la  forme 

P(8)  +  XQ(8)  =  0. 

Soient  alors  (^ojJKo)?  •  •  •  >  (&n^-iy  jK/i-O  les  coordonnées  des 
sommets  de  notre  polygone,  (œ,  y)  celles  du  centre  des  moyennes 
distances  de  ses  sommets.  On  a 

n.r  =  Xq  -+-...-+-  x ,1—  1  =  ^0  +  •  •  •  ~+~  *n-  11 

1    ,  ,       1  txtt...  /„_,-+-.  .. 


'0  «  //  - 1  f  0  «  1  •  •  •  In— 1 


mais,  en  posant 


on  a 


/0  /[  .  .  .  In-i  —    A. 

£0-t-. . .-+-  *//-i  =  aX  -f-  6, 
/(  /2  •  •  •  '//-1  ~  •  .  •   =  c  À  4-  r/. 

Le  lieu  cherché  s'obtiendra  donc  en  éliminant  X  entre  les  deux 
équations 


r 


/     d 


»y  -  — y 


X  X  \  I 
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Le  résultat  est  do  La  forme 

A  xy  -h  Bx  -+■  Cy  -f-  D  =  o. 

Ainsi  le  lieu  cherché  est  une  conique  homolhétique  à  la  co- 
nique  circonscrite  C,  quelle  que  soit  la  conique  C! . 

En  particulier,  si  la  conique  C  esl  un  cercle,  il  en  est  de  même 
du  lieu  cherché  ('). 

INTERPRÉTATION  DE  LA  PÉRIODE  IMAGINAIRE 
DANS  UN  MOUVEMENT  A  LA  POINSOT; 

Par  M.  P.  Appell. 

Dans  la  solution  analytique  donnée  par  Jacobi  pour  le  mouve- 
ment d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe  quand  il  n'y  a  pas 
de  forces  accélératrices,  les  composantes  de  la  rotation  instan- 
tanée et  les  neuf  cosinus  s'expriment  par  des  fonctions  double- 
ment périodiques  du  temps  de  première  ou  de   deuxième  espèce. 

La  période  imaginaire  de  ces  fonctions  reste  sans  signification 
dans  le  mouvement.  On  ne  peut  pas  chercher  une  signification  de 
cette  période  en  appliquant  le  théorème  général  que  j'ai  donné 
dans  les  Comptes  rendus  du  3o  décembre  1878,  à  cause  de 
l'absence  de  forces  accélératrices. 

Je  me  propose  de  montrer  qu'on  peut,  par  un  choix  convenable 
des  conditions  initiales,  associer  les  mouvements  du  solide  deux 
à  deux,  de  telle  façon  que  la  période  réelle  de  l'un  soit  égale  à  la 
période  imaginaire  de  l'autre  divisée  par  i. 

En  prenant  comme  axes  mobiles  liés  au  corps  les  axes  princi- 
paux d'inertie  relatifs  au  point  fixe,  et  employant  les  notations 
classiques,  on  a  les  deux  intégrales 

j  A2/?2-+-B2?*H-C*r8  =  D2{jl2, 
D  et  u  désignant  des  constantes  arbitraires. 


(  '  )  Ce  théorème  de  Géométrie  est  connu  dans  le  cas  où  la  conique  C  et  la  co- 
nique C  sont  des  cercles.  Mais   nous  ne  savons  s'il  a  été  énoncé  dans    le  cas  gé 
néral . 
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Dans  ht  représentation  <lu  mouvement  donnée  par  Poinsot,  la 
polhodie  a  pour  équal ions 

J  A./--        Bj  '    hGi1       i, 
j  A».r«  i -W  i  ■      Q*a  ■      D, 

ci  le  cône,  lieu  des  axes  instantanés  dans  le  corps-,  a  pour  équa- 

I  KHI 

\(  \  _D)ar»-h  B(B  —  D)y*      Ci  <i  —  D)*«  -   o. 

Nous  supposerons 

A  >  B  >  G. 

Ou  sait  qu'il  existe  deux  sortes  de  polhodies  :  les  unes,  tournant 

lutour  des  sommets  du  grand  axe  de  l'ellipsoïde  d'inertie  (Oz)1 

correspondent  à 

B>D>G; 

les  autres,  entourant  les  sommets  du  petit  axe  (O./  ».  correspon- 
dent à 

B  <  D  <  A. 

Ces  deux  sort.es  de  polhodies  sont  séparées  par  une  polhodie 
singulière  correspondant  à  D  =  B  et  formée  de  doux  ellipses  pas- 
sant par  les  sommets  de  l'axe  moyen. 

Nous  allons  voir  que,  dans  chacune  de  ces  catégories,  les  pol- 
hodies sont  conjuguées  deux  à  deux,  de  telle  façon  que,  dans  les 
mouvements  correspondants,  la  période  réelle  d'un  des  mouve- 
ments est  égale  à  la  période  imaginaire  de  l'autre  divisée  par  i. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées,  une  polhodie  de  la  première  ca- 


tégorie 


B  >  D  >  G. 


Les  fonctions  elliptiques   du   temps,  qui  donnent/?,  </,  /•,  ont 

pour  module 

A-B D-C 

"B-CA-D' 

et,  pour  multiplicateur, 


.  /D(A-D)(B-G) 
n='J\  -ABC- 
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(  Voyez,  par  exemple,  mon  Traité  de  Mécanique  ration- 
nelle, t.  II,  Cliap.  XX.) 

Nous  associerons  à  ee  mouvement  un  deuxième  mouvement 
dans  lequel  les  constantes  arbitraires  Del  \n  prennent  de  nouvelles 

valeurs  D'  et  u/  choisies  de  telle  façon  que  le  nouveau  module  //- 
soit  complémentaire  de   /  -  et  le  nouveau    multiplicateur  n'  égal 

à  il.  On  a  ainsi   les  deux  conditions 

A  _  B  D  —  G        A-  B  D'  —  C 
(4)  B  — C  A  — D  +  B  -G  A  -  D'  ==  '' 

(  5  )  M.  y/D(A-D)  =  [/  v/D'(A-D'). 

La  première  de  ces  relations  est  une  involution  entre  D  et  D'  : 
quand  D  est  choisi  entre  B  et  C,  elle  détermine  une  valeur  de  D' 
également  située  entre  B  et  C.  La  deuxième  relation  détermine 
ensuite  ut/.  Les  deux  mouvements  ainsi  obtenus  possèdent  la  pro- 
priété indiquée. 

Voici  comment  on  peut  déterminer  les  conditions  initiales  con- 
duisant à  ces  deux  mouvements  associés.  Regardons  comme  in- 
stant initial  l'instant  où  la  rotation  instantanée  est  dans  le  plan 
y  Oz  contenant  le  grand  axe  et  l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde  d'iner- 
tie. Alors,  dans  le  premier  mouvement,  on  a 

Pa—  o, 

et  l'axe  instantané  de  rotation  initial  01,  qui  est  toujours  sur  le 
cône  (3),  est  une  des  génératrices  de  ce  cône  située  dans  le  plan 
des  zy,  c'est-à-dire  l'une  des  deux  droites 

a?  =  o,        B(B—  D)/*-h  G(C—  D)**  =  o; 

les  coefficients  angulaires  de  ces  deux  droites,  par  rapport  à  O  )  . 
son!  donnés  par 

B(B  —  D) 


m 


C(D-C) 


De  même,  dans  le  deuxième  mouvement,  au  moment   où   I  axe 
instantané  OF  esl  dans   le  plan  des  yz,    il   coïncide  avec    une   des 


loi   - 
deux  droites  ; i \ < 1 1 1 1  pour  coefficients  angulaires 

B(B      D') 
Cl  D'  —G) 

En  tiranl  de  ces  deux  relations  I)  h   I)',  <'n  fonction  de  ///-  et 
r/t'\  el  portant  dans  (  \  ),  on  obtienl  l;t  relation 

IP(A-li  |t 
'"-'"-      C»(A-C)»' 

d'où,  eu  prenant  pour  01  et  01'  les  droites  situées  dans    L'angli 
positif  yOz, 

B(A  —  B) 


(6)  /////?,'  = 


C(A  —  G) 


(^uant  aux  vitesses  angulaires  initiales  o)0  et  w'0  des  rotations 
autour  des  deux  droites  01  et  01'  que  nous  venons  de  définir,  on 
les  détermine  par  la  condition 

;ji  y/D(A  — D)  =  [*'  v/D'(A  — D'). 
Les  intégrales  premières 

A/?2  +B</2  -+-  G/-2  =  D|jl2, 

A*/>2  +  B2  ry2  -u  G2  /-2  =  D2  |l2, 

donnent,  par  l'élimination  de  p> 

B(A  —  B)^2H_G(A  — G)/-2  =  D(A  —  D)n*. 

Pour  le  deuxième  mouvement,  on  a,  de  même,  en  appelant  //, 
q' ',  /'les  composantes  de  la  rotation  instantanée, 

B(A  —  B)q'*  +  G(A  —  C)/-'2  =  D'(A  -  D')  p'*. 

Les  seconds  membres  étant  égaux,  on  a,  dans  ces  deux  mouve- 
ments, 

(;)      B(A  — B)r/2-+-C(A  — C)r2=  B(A  —  B)q'*  ■+■  C(A  —  G)  r'*. 

En  particulier,  à  l'instant  initial  que  nous  avons  choisi,  les 
axes  instantanés   01    et  01'   sont  dans  le  plan   :0y,  p  et  />'  sont 
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nuls,  et  les  rotations  initiales  doivent  satisfaire.'  à  la  relation  (7). 

Nous  terminerons  en  donnant  une  interprétation  géométrique 
simple  de  ces  relations  (6)  et  (7). 

Les  projections  des  polhodies  sur  le  plan  yOz  sont  des  ellipses 
homo  thé  tiques  et  concentriques.  Prenons,  par  exemple,  la  pro- 
jection de  la  polhodie  singulière,  correspondant  à  D  =  B.  Celte 
projection  a  pour  équation 

(  E)  B(A    -  B)jk2_1_G(A  -  C)~2  =  (A  — B); 

c'est  une  ellipse  dont  les  axes  sont 

.        ,y-«    .  a-i« 


avec 


car  l'inégalité 

donne 


B(A  —  B)  G(A—  C) 

<(-  >  &2, 

B(Â  -  B)  <  CCA  —  G) 

V  <  B  -+-  G, 


inégalité  toujours  remplie. 

Construisons  les  diagonales  OF   et  OF'  du  rectangle   des  axes 
de  cette  ellipse 


a^' 


i°  Les  directions  01  et  OF  des  axes  instantanés  initiaux 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  V angle  FOF'. 
(Relation  6.) 

20  Les  intensités  10 0  et  co'0  des  rotations  initiales  correspon- 
dantes sont  proportionnelles  aux  diamètres  de  l'ellipse  IL  diri- 
gés suivant  01  et  OF.  (Pielation  7.) 

Les  deux  mouvements  associés  sont  ainsi  définis  d'une  manière 
simple. 

On  trouverait  un  résultat  identique  pour  les  polhodies  de  la 
deuxième  catégorie,  celles  qui  tournent  autour  des  sommets  du 
petit  axe.  Les  conditions  initiales  associées  se  définiraient  à  laide 
de  l'ellipse  obtenue  en  projetant  la  polhodie  singulière  sur  le  plan 
des  xy. 


h»:; 

ÉTUDE  DES  SURFACES  DÉFINIES  PAR  L  ÉQUATION 
R    :    i;        Vu,  ,    ;    Fi(mO; 

Par   AI .    de    M  <>  n  tc  h  b uil. 

M.  So|)Iiiis  Lie  a  envisagé  les  surfaces  minima  comme  !<■  lieu 
décrit  par  le  milieu  d'un  segment,  qui  s'appuie  sur  deux  courbes 
minima.  Ce  mode  de  génération  traduit  une  propriété  géomé- 
trique, commune  à  toutes  les  surfaces  définies  par  l'équation 

(i)  R  +  R'=o, 

II,  IV  étant  les  rayons  de  courbure  de  ces  surfaces. 

Nous  nous  proposons  de  définir  un  mode  de  génération  de  sur- 
faces, analogue  à  celui  de  M.  Lie,  mais  plus  général,  qui  caracté- 
risera l'ensemble  des  surfaces  définies  par  l'équation 

(■2)  R-4-  R'=  F(w)-+-F,(wi), 

où  F,  F,  sont  des  fonctions  quelconques  des  variables  w,  ^/,.  dé- 
finies elles-mêmes  par  les  relations 

u  H-  U\  .       .   U\ — u  ..       uiiy  —  i 

C  =  —  ■>  C   —  l  >  c 


mil  -4-1  //»i+i  mil  -+-  i 

c,  c',  c"  représentent  ici  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  aux 
surfaces,  qui  donnent  les  solutions  de  l'équation  (2),  dont  l'équa- 
lion  (1)  est  un  cas  particulier. 

Intégration  de  l'équation  (2).  —  Soit  ç  la  quantité  qui  figure 
dans  l'équation  du  plan  tangent  aux  surfaces 

( u  -+-  iii)x  -+-  i(u\  —  u)y  -h  (mil —  i)z~\-  £  =  o. 

Considérons  l'équation 

(a)'  ,i^î="' 

L'intégrale  générale  de  < -elle  équation  est  donnée  par  la  for- 
mule 

\  =  \  //,        \.tu  -h  B  -h  B, 
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où   A,    1$  représentenl    les  fonctions  <lr  u .    \,.   P>,  des  fonctions 

de  //,  . 

Or  on  a,  pour  somme  des  ravons  de  courbure,  L'expression 

ou  Oiti  au  ôu\ 

<|ui  devient  ici 

R  -f-  IV  =  (B  — i*B'h-A')  +  (B1—  w1B'1-hA'1)=  F(m)H-FiI  w,>. 

On    retrouve   ainsi   l'équation    (2),    qui    peut   être    considérée 
comme  définissant  des  intégrales  i  intermédiaires  de  L'équation  (  2)' '. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  solution  générale  de  V équation  (2),  où  V . 
Y\  représentent,  respectivement,  des  fonctions  quelconques 
de  u  et  de  ut  est  la  même  que  celle  de  l'équation  (a)'. 

Notre  étude  est  donc  ramenée  à  celle  de  celte  dernière  équa- 
tion. 

Mode  de  génération  des  surfaces  définies  par  l'équation 

Ou'l<)u\ 

Prenons,  pour  point  de  départ,  la  congruence  de  droites  dé- 
finie comme  il  suit  : 

Soient  deux  plans  mobiles,  dont  les  paramètres  dépendent  res- 
pectivement des  variables  a,  a, 

A  ar  +  B/  +  C  z  +  D   =  o, 
A,  x  -+-  B^  4-  d  ^  —  D,  =  o. 

Sur  chacune  des  développantes ,  enveloppes  de  ces  plans, 
traçons  une  courbe  quelconque.  Si  nous  prenons  un  point  sur 
chaque  courbe,  par  ees  deux  points  M,  M,  passent  deux  plans 
tangents  aux  développables,  qui  se  coupent  suivant  une  droite  T. 
delà  posé,  considérons  une  droite  passant  par  le  milieu  du  seg- 
ment rectiligne,  dont  les  extrémités  M,  M,  décrivent  les  courbes 
données,  et  menons  celle  droite  parallèlement  à  la  droite  1\  La 
droite  ainsi  définie  dépend  de  deux  paramètres  variables  el  cou- 


-  io:>  - 

stitue,  par  conséquent,  L'élément  d'une  congruencé.  C'esl  cette 
congruence  que  nous  considérons. 

Cherchons  la  condition  pour  que  les  droites  de  cette  con- 
gruence soienl  normales  à  une  famille  de  surfaces. 

Les  cosinus  directeurs  «l<-  ces  normales  sont  proportionnels 
iin \  quanl ités 

//      !      Il  \.         M   Il  \  II),         Il  II  i  —    I  , 

//,  // ,  avant  la  signification  indiquée  plus  liant. 

On  8  donc  les  Pelai  ions 

\    (  //        H  \)  -~  i\\   (Ui —  u)  -h  C   (mi  i  —  l)  =  o, 
A  i  (  //.  -f-  U\)  -+-  l'Bi  (  U  i  -u  )        I  '.  i  (u  //(—!)  —  ()  ; 

d  où  l'on  tire 

A  =  (i—  m2)X,  A1  =  (i  —  u\)\u 

B  =  i(i+  w2)X,         B,  ^—  i(i  +  w2)X1? 

C    =2U  À,  Ci   =  '2  M|  Xp 

Ces  équations  montrent,  d'abord,  que  a,  a,  sont,  respective- 
ment, fonctions  de  u  et  de  m,.  Nous  poserons  désormais 

a  —  //.  %i  =  ux. 

Elles  nous  permettent,  ensuite,  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  par  le  milieu  d1  un  segment  recti/igne,  dont 
les  extrémités  M,  M,  décrivent  deux  courbes  quelconques  de 
V espace,  nous  menons  une  droite  D,  parallèle  à  V intersection 
des  plans  tangents,  M.,  M,  à  deux  développables,  contenant 
respectivement  les  deux  courbes,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  congruence  des  droites  D,  ainsi  définies , 
soit  normale  à  une  famille  de  surfaces  est  que  les  dévelop- 
pables données  soient  des  développables  isotropes. 

Nous  allons  démontrer  que  les  surfaces  normales  à  la  con- 
gruence sont  bien  les  surfaces  définies  par  l'équation  (2)'. 

Si  nous  appelons  développée  moyenne  la  surface  lieu  du  mi- 
lieu du  segment  focal  d'une  congruence  normale  à  une  famille 
de  surfaces,  celle  développée  a  s<->  coordonnées  définies  par  les 


km; 


équations 


On  a  ici 
d'où 


i  I                     d*£  d\  à\    I 

./■„  =-    (Mn-Ml)-    ; -2  —  -i-  , 

2   |  Oll0ux         OU  0U[  I 

i  r  ^        o\       à\  I 

2  |  c>w  awj       au        ^//i  J 

2  l  au  au  Ou  Ou  | 

£  =  Ai*iH-A1M-hB-i-  Bi; 

■A,  =  f  (     «  A'—  A  -  B '-+-  u{  A',  —  A,  -  B',), 
j0=  -(-itA'-f-A  —  B'-+-^A;    -Ai+B't), 


z0  =  -  (B—  uB'—  a'h-b,—  »ib;-a;). 

Or  ces  équations  définissent  les  coordonnées  du  milieu  du 
segment  rectiJigne,  dont  les  extrémités  décrivent  les  courbes  ab- 
solument quelconques 


X  =  h  A'—  A—  B', 


X.j  ==  u{  \\  —  Ai  —  B',, 


Y 
Z 


i(«A'-A  h-  B'),       Y,=  i{ ut k\  —  At  +  B',  i, 


B  —  wB'-  A', 


Z 1  =  B 1  —  u 1  B\  —  A  ', . 


On  vérifie  que  les  développables  isotropes  qui  contiennent  ces 
courbes  sont  les  enveloppes  des  plans 

(1  —  u-)cc  -h  i(\  -+-  u-)y  -f- 111  a  +  2(A  —  u  B  )  =  o, 
(1  —  u\)x  —  i{\  -+-  u\)y  -h  lUiZ  -+-  2(Aj —  wiBi)  =  o. 

Cela  posé,  considérons  les  normales  aux  surfaces  définies  par 
(a)'.  Elles  passent  par  le  milieu  du  segment  rectiligne:  puisque 
les  coordonnées  x0,yQ,  z0  du  milieu  de  ce  segment  sont,  en  même 
temps,  celles  du  milieu  du  segment  focal  des  normales.  De  plus, 
les  paramètres  directeurs  de  ces  normales 

u -\- u {,     i{u\ — u),      uu\  —  1, 

sont  proportionnels  à  ceux  de  l'intersection  des  plans  tangents 
aux  développables,  comme  on  peut  s'en  assurer.  Le  mode  de  gé- 
nération indiqué  donne  donc  bien  les  surfaces  définies  par  (2)'. 


—   107  - 
Nous  pouvons  des  [ors  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème.        Les  surfaces  normales  à  la  congruence,  que 

nous  relions  de  de/inir,   sont  eeUes  qui  donnent  la  solution  des 

équations 

R       R'      F(u)       F,(wi) 

ou 

<>■'■ 

du*du\ 
Nous  allons  étudier  quelques  ras  particuliers. 

Premier  cas.  —  Choisissons  pour  courbes  '1rs  développantes 
leurs  arêtes  de  rebroussement. 

Les  fonctions  A,  H,  A,,  H,   sont  liées  ici  parles  relations 

A'-+-  B  —  wB'=const.,        A',  -+-  15,    ■  wB't  =  const. 

Si  L'on  égale  ces  constantes  à  o,  les  solutions  de  l'équation  (a)', 
qui  correspondent  à  cette  hypothèse,  vérifient  l'équation 

Oa  ôii\  Ou  au\ 

et  l'on  obtient  les  surfaces  mini  m  a.  Ces  surfaces  se  confondent 
avec  leurs  développées  moyennes,  et,  par  suite,  peuvent  être 
considérées  comme  le  lieu  du  milieu  du  segment  rectiligne,  dont 
les  extrémités  décrivent  les  arêtes  de  rebroussement  des  dévelop- 
pables  isotropes,  c'est-à-dire  deux  courbes  minima.  On  retrouve 
ainsi  le  mode  de  génération  de  M.  Lie. 

Deuxième  cas.  —  Prenons,  pour  développables  isotropes,  deux 
cônes,  dont  les  sommets  communs  soient  à  l'origine  des  coor- 
données. 

On  trouve  alors 

Ê=(l-HiM«,)(C-*-Ci). 

L'équation  des  lignes  de  courbure  prend  la  (orme 

[  ).  ^C'h-  (i  -r-  uu^C"  \  du" —  \>.uC\  -\-  (i  -+-  UU\]  du]  =  o. 
Faisons 

C  i  uni    i     H  c -///"'    l    o 

'  *   —  J.  U      -r-  jj  ,  »  i  i  —   a  U  j    — f-   p  i 

où  x,  a,,  8,  3,  sont  des  constantes. 
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On  ;i  alors 


.,  o     .     0 


J  =  (i+  uul)(au'n+  a,//'/'  -h  7  l,  y  =:  P  -*"  pli 

et  IOn  intègre  immédiatement  l'équation  des  lignes  de  courbure, 

(jni  devient  ici 

m — 2  ;//— 2 

y/a  M    2     duzhyaiUi    2     dlti=0. 

Les  paramètres  des  lignes  de  courbure  sont  définis  par  les  re- 
lations 

m  m 

p    =  y/a  «  2  -f-  y/a!  «j  2  , 

7>i  7// 

p ,  =  y/a  u 2  —  y/a!  Mj 2 . 

Nous  obtenons  ainsi  un  ensemble  de  surfaces,  dont  nous  con- 
naissons les  lignes  de  courbure. 

Pour  m  =  2,  les  relations  précédentes  prennent  la  forme 

(/a  +  y/a,)fi+i(v/a  —  v/ai)  <?'-+-?  c"~~?   ~  °j 
(/a  —  y/a,)  c  +  *'(y/a  +  y/a,)  c'-+-  pic"  —  p,  =  o. 

Ces  équations  montrent  que,  tout  le  long  d'une  ligne  de  cour- 
bure, les  normales  font  un  angle  constant,  avec  une  direction  fixe. 
ISous  trouvons  ainsi  une  catégorie  de  surfaces,  dont  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  sont  formés  de  courbes  planes. 
(les  surfaces  sont  d'ailleurs  algébriques. 

On  a  ici 

R_!_  r  =  — ^_ 

I  H-  UUi 

cl  pour  G  =  olu,h  -h  P,  G,  =  a,  u™  +  (3, , 

R  H-  R'  =  2 (  a  «'"  +  a,  //.f  -+-  7 ), 
Or  on  a  i e i 

c  ~\-  ic'  c  ■ —  ic 

u  =   -,  Uy 


1  —  c 


On  peut  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Les  lignes  de  la  surface,  pour  lesquelles  le  segment  qui 
relie  un  point  de  cette  surface  au  point  correspondant  de  la 
développée  moyenne  (segment  que  nous  appellerons  ici,  pour 
abréger,  segment  moyen)  est  constant,  admettent,  pour  reprr- 


-    10i)  - 

sentation  sphérique,  des  ellipses  ou  des  hyperboles  sphériques 
ho  mo  thé  tique  s. 

Pour  m       i,  l'équation   qui   définit    la   Longueur  du   segmenl 

mo\  en  <l<-\  ienl 

i;      i;      2i  in      -/,  //,      7  », 

équation  qui  peu!  s'écrire 

2(aH-«i)C  -h  2l(oE  —  X]  |c'       (R  -!-  R')c"h-  2^  —  H  —  R'.=  o. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Les  normales  auxsurfaces  définies  par  l'équa- 
tion 

£  =  (i-h  uu\)(vu  -H  a,  i<! -h  y) 

/o/j/  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe,  tout  le  long 
des  lignes,  pour  lesquelles  le  segment  moyen  est  également 
constant . 

Troisième  cas.  —  Combinons  les  deux  hypothèses  des  cas 
précédents,  et  supposons  que,  les  développables  ayant  dégénéré 
en  cônes  isotropes,  les  courbes  tracées  sur  ces  développables  dé- 
génèrent en  leurs  arêtes  de  rebroussement,  qui  se  confondront, 
ici,  en  un  point  unique,  l'origine  des  coordonnées. 

Dans  ce  cas,  le  milieu  du  segment  rectiligne  se  confond,  avec 
ses  extrémités,  en  un  même  point  fixe,  qui  est  l'origine.  Toutes 
les  droites  de  la  congruence  passent  donc  par  un  même  point. 
Leur  direction,  qui  est  celle  de  l'intersection  des  plans  tangents 
aux  deux  cônes,  dépend  de  deux  variables.  On  a  donc  une  con- 
gruence normale  à  une  famille  de  sphères  concentriques. 

On  a  ici 

£  —  a  UU\  -h  p  u  h-  p!  U\  ~-  y 

où  a,  (3,  [j,,  y  sont  des  constantes. 

Les  solutions  de  l'équation  (2)',  qui  correspondent  à  ce  cas, 
vérifient  les  deux  équations 


ç=o. 


d»g 


du*  '  du\ 

Quatrième  cas.  —  Nous  prenons    ici    une   des   courbes,   quel- 


—    110   - 

conque,  sur  une  développable  isotrope  quelconque,  I  aulre  courbe 
se  réduisant  au  sommet  d'un  cône  isotrope. 

Examinons,  d'abord,  ce  que  devient  ici  le  mode  de  génération 
indiqué. 

Une  des  extrémités  du  segment  reste  fixe,  et  son  point  milieu 
décrit  une  courbe  homothétique  à  la  courbe  tracée  sur  la  pre- 
mière développable.  Toutes  les  droites  de  la  congruence  passent 
par  la  courbe  à  laquelle  s'est  réduite  la  développée  moyenne.  A 
chaque  position  du  segment  et,  par  suite,  à  chaque  plan  tangent 
de  la  première  développable  correspond  l'ensemble  des  plans 
tangents  au  cône  isotrope.  On  voit  par  là  que  les  droites  paral- 
lèles aux  intersections  des  plans  tangents,  qui  passent  par  le  mi- 
lieu du  segment,  dépendent,  encore  ici,  de  deux  paramètres  et 
forment,  par  conséquent,  une  congruence. 

On  trouve  ici 

d*t  dit 

— ^    =  O  OU  —   =  0. 

ôu\  ou? 

Si  l'on  prend  le  premier  cas,  on  a 

\  =  Attt-h  B. 
Si  l'on  pose 

B  —  u  B'  —  A'  h  h  \ 

v  — ■  > 

I-r  KU\ 

on  trouve,  pour  expression  des  coordonnées  des  surfaces, 

i  — w9  uA-hh 


X  = 


■2  II  >.  Il 


.I+W2  .7/ A—  r» 

y  =  i v  H-  i  y 

^  -).  il  i  u 


c. 


Ces  surfaces  sont  des  surfaces   réglées,    dont  les   génératrices 
reclilignes  rencontrent  le  cercle  de  l'infini. 

Leur  élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

^^(X'-huB'—  B)o-h(wB'  —  B)A'    ,   ,       uB'—  B  —  A'    .     , 

(/s-  — —  dit'-  H du  av. 

a-  u 

Elles  ont  donc  un  de  leurs  paramètres  de  longueur  nulle,  comv 
imin  avec  l'un  de  ceux  des  surfaces  minima  et  des  sphères. 

Les  génératrices  rectiliernes  de  ces  surfaces  réglées  sont  toutes 
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situées  sur  les  sphères  déunies  par  l  équation 

où  a,  p,  Y,  p  sonl  des  fonctions  de  /',  assujetties  à  vérifier  les  deux 
pelai  ions 

(  //-  +  i)«+  /(  u'2  —  i  )  p      a  «  p  -i-  "  B   h  A  -  o. 

Pour  une  même  valeur  de  //,  les  centres  de  ces  sphères  sont 
tous  situés  dans  un  même  plan,  parallèle  au  plan  tangent  à  la 
développable  isotrope. 

Pour 

B  H-  //  \  _  .  B  —  u  A 

a  = ,  B  = —  i  ,  y  =  o 

•>.  u  i  u 

la  sphère  correspondante  esl  de  rayon  nul. 

Les  génératrices  de  ces  surfaces,  qui  sont  définies  par  l'équation 

du  =  o, 

constituent  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure,  confondus 
en  un  seul.  Du  reste,  les  droites  étant  isotropes,  la  relation  d'or- 
thogonalité  est  vérifiée.  Ces  droites  sont,  d'ailleurs,  conjuguées 
à  elles-mêmes,  puisquici  l'indicatrice  est  un  cercle. 

Les  surfaces  que  nous  venons  d'étudier  rentrent  donc  dans  la 
catégorie  de  celles  qui  admettent  des  lignes  de  courbure  sphé- 
riques  ou,  si  l'on  veut,  rectilignes;  puisque  les  droites  qui  consti- 
tuent ici  les  lignes  de  courbure  sont  les  génératrices  rectilignes 
de  la  sphère. 

Nous  pouvons  considérer  le  cas  où  l'on  choisit  pour  courbe  de 

la  développable  son  arête  de  rebroussement. 

On   a  alors 

uV>' —  B  —  \        ( on-!.  =  K. 

On  obtient  ainsi  une  famille  de  surfaces  qui,  pour  K  =  o,  dégé- 
nère en  une  courbe  minima. 

Cinquième  cas.  —  Supposons  que  les  deux  courbes  soient  les 
intersections  de  deux  développables  isotropes  par  deux  plans  iso- 
trope- 
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mîmes  en  ç.  Or,  sous  le  bénéfice  <l<-  certaines  relations  de  condi- 
tion, entre  les  fonctions  M,  N,  P,  M1?  \,,  \\  qui,  d'ailleurs,  ne 
restreignent  pas  la  généralité  des  surfaces,  on  trouve,  pour  E, 
l'expression 

\  =  À  Ui->r  Ai  U~h  B  -+-  Bi, 

qui  est  bien  la  solution  générale  de  Inéquation 

au2  ou\ 


SUR  UNE  FORMULE  D'ENNEPER  ET  SA  CORRÉLATIVE. 
Par  M.  l'abbé  Issaly. 

La  formule  d'Enneper,  que  nous  avons  en  vue,  est  celle-ci 


(i)  <z()  =  ±s/-\\\\\ 

dans  laquelle  R  et  R'  désignent  les  rayons  principaux  d'une  sur- 
face, en  un  quelconque  de  ses   points,  et  t0  le  rayon  de  torsion 
des  deux  lignes  asymptotiques  qui  s'y  croisent. 
Dans  la  formule  corrélative 

R,  et  R'(  désigneront  encore  des  ravons  principaux,  mais  d'espèce 
différente  de  celle  des  premiers,  et  relatifs  à  une  pseudo-surface 
minima.  Quant  à  iu ,  il  sera  le  rayon  de  torsion  des  deux  lignes 
de  courbure  qui  se  coupent  en  chacun  des  points  d'une  telle 
pseudo-surface. 

I.  Première  formule.  —  Soit  (S)  une  combe  tracée  sur  une 
pseudo-surface  #",  supposée  tout  d'abord  quelconque.  D'après 
notre  précédente   Note  :  Sur  une   formule  de  La  guerre,  etc. 

(180,7),  ^a  Première  courbure  de  profil  ou  normale  —  »  et  la  pre- 

P 

mière  courbure  de  front  ou  torsion  géodésique  —  de  (S),  en  un 

po 
point  M.  (jue  nous   prendrons  à   nouveau  pour  origine,  peuvent 


—  US  - 


s   CCIIIC 


(2) 


sin4>  .      ,        ,   .  .  ,        ,   .  .      , 

l  jf—    -     |  /<  -lll  r  />    -m  •.    i  -lll  f      -  (  (/  ^111  Çp  <j    3111  ç  )  -m  çp  , 


sin  M» 
Po 


(/?sinœ'  i   /?'sin«p)cosçp -h  (^  ain  ©'      y'sinœ)cos«p', 


l'angle  <!>  des  lignes  coordonnées  (s)  <ii  (V)  étanl   assujetti  à  I;» 
condition 

(3)  $  =  o+ffl'=  onnst . 

Ou  a  d'ailleurs  subsidiairemenl 


l  i) 


i  COS7ÏT  COS'!>                         I  il  / 

p"  p<T  tu  dS 

i  nosy  sin  d/               i  (Itt, 
Po 


pu 


ps  Ta        <:/S 


Ceci  rappelé,  clicrchons  la  relation  générale  qui  doit  nécessai- 


rement exister  entre  -y,  et  — 

p  po 


A  cet  eflet,  si  l'on  considère,  pour  un  instant,  le  système  (2) 
comme  un  couple  d'équations  du  premier  degré,  dont  les  in- 
connues seraient  les  binômes  mis  entre  parenthèses,  on  en  tirera 


(2') 


p  pince  -h  p  sintp 


sin©         cosco 


po 


,         ,   .             smo         cosep 
q  sin©  -+-  Q  sin©  =  '-  —  — ^-? 

po  p 


\  cosep  sinrI>  =  sinep'-f-  sine?  cos*I>. 
/  cos©'sin*f>  =  sine?  —  sincp'cos<ï>. 


avec  cette  particularité  que,  à  cause  de  (3),  on  a  aussi 
(5) 

Portant  ces  valeurs  dans  (2),  on  obtient  le  système  homogène 

i  (p' sin  '!>  —  -,  J  sincp  -h     (p—  —  J  sin  <1>  —  -^—     sin  <p'  =  o, 

\  \  f    •        l  \    ■     1        cos*!  /  1  \    .  • 

f      (7 )  sin  «I>  H j—     sin  »  -4-  (  7  si  11  <ï>  h =     sin  ©  =  o. 

1  L^         Po/  p     J  \  p  / 

Il  n'y  a  |>1  u  s  qu'à  égalera  zéro  son  déterminant  pour  en  déduire 
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la  relation  demandée,  >;i  \  oir 

[  /  i  i  ^  L/<7  -4-/>cos4>        //      y'cos4>^  r 

(6) 


p"2        pj}/       \        sin<I>  sin<l> 


I  (/>  +  7')  r  +(pq'—</p')  =  o. 

I  Po 

Devant  ce  résultat,  nous  sommes  naturellement  conduit  à  poser 

\   (/  +/>cns(l>  =  r/i  sin<I>. 

d'où 

|  j>\—  (J\  cos<ï>  =/?  sin<l>. 

(  7   )  i 

|  </t —  /?!  cos<ï>  =  q  sin<t>, 

avec  deux  autres  systèmes  analogues  en  //,  q\  //, ,  </\.  Or  ceci, 
disons-le  en  passant,  équivaut,  pour  toutes  ces  composantes,  à  un 
changement  de  coordonnées  dans  lequel  on  substituerait  à  l'angle 
XMY  ou  <ï>  actuel,  son  supplément  X,  M\  (  ou  ts  —  <t>. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  tire  de  là,  comme  première  conséquence, 
l'identité 

(8)  pq'—gp'=piq\—qip\  =  K"> 

puis,  finalement,  cette  forme  plus  simple  de  la  relation  (())  : 

(6')  (*    +   ')  +  (qi--p>l)*ip  +  ç')±+K'=o1 

\P  Po/  ?  po 

forme  qu'on  pourrait  réduire  encore,  mais  sans  avantage  réel,  en 
observant  que  la  somme  des  deux  premiers  termes  est,  d'après  (4), 

égale  à  —  >  c'est-à-dire  au  carré  de  la  déviation   verticale  de  la 
5  Pi 

ligne  (S). 

Parmi  toutes  les  particularités  que  la  relation  (6')  présente,  nous 
en  choisirons  deux,  savoir  :  celles  où  l'on  a 

i  .  i 

—  =  o  cm  bien  —  =  o. 

p  ?u 

Il  vient  alors  isolément 


(9)  i-(>+gr')f +K' 

Po 


(io)  —  -f-(fy, —/>',)-  -|-K"=  o. 
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Dans  la  première  de  ces  équations,  on  reconnaît  les  courbures 
de  fronl  des  lignes  asvmptotiques  définies  précisémenl  par  la  con- 
dition   „       <>,  et3  dans  la   seconde,  les  courbures  de  profil  «les 

P 

lignes  de  cour  bore  définies  par  la  condition  <>.  Mais  on  peul 

po 

\  voir  aussi,  d'une  part,  dans  |  i  <>  |,  les  foyers  optiques  ou  de  pre- 
mière espèce  correspondant  au  cône  Ci  de  Malus  relatif  à  la  nor- 
male MZ,  et,  d'autre  part,  dans  (9),  les  foyers  anop tiques  ou  de 
deuxième  espèce  correspondant  à  l'orthogonal  Ca  de  ce  même 
cône  (  '  ). 

\\ai»ià  revenir  bientôt  sur  ces  deux  surfaces,  occupons- nous, 
pour  le  moment,  de  l'équation  (9)  ci-dessus. 

Lorsqu'on  \  fait  p  [  q1  o,  condition  caractéristique  des  sur- 
faces (et  dont  la  forme,  ajoulons-Je,  ne  change  pas,  que  les  coor- 
données soient  rectangulaires  <>u  obliques),  celte  équation  (9)  se 
réduit  à 

(9')  ~  +K'=o. 

Po 

Par  la  même  hypothèse,  l'indicatrice  de  la  pseudo-surface  $n 
qui,  d'après  notre  premier  Mémoire  (1888,  n"  19),  revient,  avec 
nos  notations  présentes,  à 

(m  qX*  —  <p  -  q')XY  —p'Y*  =  —  _± 

se  transforme  en  l'indicatrice  de  surface 

(II')  f/X*-—->.p\\  —p'\i  =  —  -' 


iH> 


Pour  p  —  qf  —  o,  cette  conique  se  trouve  rapportée  à  deux  dia 
mètres  conjugués,  et  comme  ces   conditions  impliquent  <I> 


—  » 
•à 


ces  diamètres  se  confondent  avec  les  axes  de  ligure  de  la  courbe. 

Soient  R  et  R'  les  rayons  principaux,  en  M,  de  la   surface  F/;, 

limite  de  3".  Le  mode  de  construction  bien  connu  de  l'indicatrice 


(')  Voir,  pour  ces  deux  cônes  remarquables  el  l;i  double  série  de  ceux  dont 
il-  constituent  les  limites  :  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et 
naturelles  de  Bordeaux,  t.  \    (  ■">'   série),  et  t.  I  (  ">"  série). 


-    1  1ÎS  — 

c\ii;<:  (|ii(j  I  on  fasse 

i  " 

n=-q      et      W=P. 

Cela  étant,  remontons  à  la  seconde  des  équations  (4)-  Si,  après 
y  avoir  remplacé  (convenablement)  ~Q  par  t0  et  supprimé  le  terme 

-j^j  qui  est  invariablement  nul,  le  long   de    toute    ligne    asvm- 

ptotique,   nous  comparons  cette  seconde  équation  (4)  à  ((/),   il 
viendra 

1  '  vu  •  ' 

d'où  l'on  déduit 

t0  =  ±v/— KK'. 

C'est  la  formule  d'Enneper.  Les  calculs  qui  ont  servi  à  l'établir 
prouvent  qu'elle  concerne  les  surfaces,  seulement. 

Comme  complément  de  la  question,  proposons-nous  de  chercher 
l'expression  correspondante  de  la  première  courbure  géodésique 

—  ?  ou  mieux,  —  ?  de  la  ligne  (S),  devenue  ligne  asymptotique. 

A  cet  effet,  les  coordonnées  étant  présentement  rectangulaires, 
par  hypothèse,  nous  partirons  des  deux  premières  équations  du 
système  suivant,  exclusivement  propre  aux  surfaces,  savoir 

~  rp  +  r  p  -h(qr  —  rq  ),  . 

=  rq  +  r'q'  +  (rp'—pr'), 
r*  ■+■  r'2  -+-(pq'—qp'). 

En  y  faisant,   d'après  la  question,  p^=zqt=zo  avec  </  — — ^i 

//  =  p-,j  on  en  tire 

_  H'  crt\  ,  _  K  dW 

~~  K(R  — R')  ds'9  ~~  1V(R— IV)    ds  ' 

D'autre  part,  on  sait  que 

i  do  ". 

—r  —  -~  —  r  coso  -+-  /•  sin  s, 

0  '/> 


ds' 

ds 

d? 

ôq' 
~  ~ds    '' 

d/' 

ôr' 

5? 

"  ^7  " 

-    II!» 


ou,  |»i us  ei pi icilemenl , 

i        h) 


(c) 


r 


or  '  r r0**-*  13?     r,sin?' 


dcp 


Toui  revienl  donc  à  éliminer  op.  Or,  d  après  I  équation  réduite 
des  lignes  asymptotiques,  on  ;i 

cos*«p        -  i  1 1  -  o 
d'où  l'on  conclu I  d'abord 


Mil 


?         c  o  s  ce 


y/- IV  /R  /R^     l; 

puis,  par  la  différentiation  de  lang-j  cl  de  cot©, 


(d) 


0® 

0® 
as' 


i;        d      /   R 
H  -  K'  Os  V     -  '  :   ' 

k—  iv  ^'V     R 


Substituant  dans  (c)  et  usant  d'un  artifice  de  calcul  que  telle 
propriété  particulière  des  quadriques  suffit  à  suggérer,  il  vient, 
pour  J'inconnue  cherchée, 


i 

'\-2 


(R--.fi 


R2/R 


ete 


i/=^ 


^Ky-ïr-±./:=iL 

'a  v  ds'y      R3 


A  celte  forme,  déjà  très  acceptable,  on  peut  substituer  celle, 
plus  élégante,  obtenue  par  O.  Bonnet,  à  savoir 


4(- 


RR')*  I    <)  /     K     y        à    /—[V 


(  R  —  R 

Cette  dernière  se  déduit,  en  effet,  sans  peine  de  la  précédente, 
en  y  introduisant  les  paramètres  auxiliaires 


/ 


:",  ■      "' 


V^ 


R' 


=  0"« 


II.   Formule  corrélative. —  Vyanl  de  procéderàsa  recherche, 
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quelques  considérations  préliminaires  nous  paraissent   indispen- 
sables. 

Et  d'abord,  écrivons  Péquation  <lu  cône  précité  de  Malus,  et 
celle  de  son  orthogonal,  cônes  relatifs,  tous  deux,  à  MZ.  On  a 

(PlX-hp\Y  +pïZ)X+(qiX       q\Y  +  q\Z)Y  =  o, 

(c,)  (  g  X  +  q'Y  +  q"  Z)X  —  (/>  X  ■+-  />'  Y  +  //'  Z)  Y  -  <»  : 

d'où  l'on  conclut,  pour  leurs  traces,  horizontales, 

(12)  Plx»+(y,-f-Jpi)XY-i-^iy»=  o, 

(l3)  yX»-^— f')XY  — //Y«  =  o. 

Or,  ces  traces  doivent,  r/  priori,  coïncider  respectivement  avec 

les  tangentes,  à  l'origine,  soit  des  lignes  de  courbure  S,  ou—  =  o, 

?" 

soit  des  lignes  asymplotiques  S2  ou  -5  =  o  de  la  pseudo-surface  £/;. 

P 
On  vérifie  sans  difficulté  le  fait,  en  observant  que  X,  Y   sont 

proportionnels  à  ds,  ds'  et,  par  conséquent,  à  sin  ©',  sin  cp.  Gomme, 

au  surplus,  on  a 

cosep  <7S  —  ds  —  rfs'  cos<ï>, 

coscp'ûflS  =  ds' -T- ds  cos^, 

il  devient  facile  de  déduire  directement  des  s\ sternes  (4)  et  (-), 
ces  formes  respectives  de  S,  et  de  S2,  manifestement  identiquesà 

(12)  et  à  (i3), 

(St)  y;j  <&*-+-  (<y,  -h/?'j  )d$ds'-+-  q\  ds'*=0, 

(  S>)  q  ds'2 —   ( p  —  q')  ds  ds' —  />'  ds'*  =  O. 

Plaçons  ici  deux  remarques  importantes  sur  ces  lignes  : 

i°  Pour  que  les  lignes  de  courbure  Si  soient  rectangulaires,  et. 
conséquemment,  pour  que  d"  se  change  en  F",  il  faut  et  il  suffît 
que  Ton  ail 

04)  />!-f-  q\  —(qx+p\  )  cos*  =  o. 

ou  bien  (-'  ) 

condition  superficielle  connue. 


-  121  - 

»"  Pour  que  les  lignes  asymptotiques  Sa  soienl  rectangulaires, 
il  faul  ci  il  mi( (il  que  I  on  ail 

(i5)  </—/>'(/>-  '/' )  cos* 

ou  lu  eu  (n  < 

'h      P\ 

condition  caractéristique  des  pseudo-surfaces  minima,  ainsi  que 
nous  Taxons  surabonda  m  tnen  !  démontré  dans  le  Recueil  de  Mé- 
moires de  la  Société  déjà  citée  (t.  V,  •  >"  série). 

De  là  résulte  la  propriété  nouvelle  et  très  générale  qui  suit  : 

Théorème.  —  Les  surfaces  sont,  vis-à-vis  de  leurs  lignes  de 
courbure,  ce  que  les  pseudo-surf  aces  minima  sont  vis-à-vis  de 
leurs  lignes  asymptotiques. 

Ces  principes  posés,  rapprochons  des  équations  (r->)  et  (i3) 
les  suivantes  qui,  en  tenant  compte  des  conditions  obtenues  plus 
haut,  n'en  diffèrent  que  par  les  termes  indépendants 

(16)  piXt-hvqtXY-h-q'tY* 


in<l> 


(17)  7X2  -  2/dXY  -  />'Y*  = ;-— 

Comme  la  seconde  des  coniques  que  ces  équations  représentent 
n'est  autre  que  l'indicatrice  (11')  de  §n  particularisée,  sinon 
dégénérée  en  surface,  on  est  contraint  d'admettre  que  la  première 
de  ces  coniques  représente,  par  rapport  à  §"  particularisée  en 
pseudo-surface  minima,  une  indicatrice,  de  nouvelle  espèce  sans 
doute,  mais  corrélative  de  la  première,  en  sorte  que  si  l'on  con- 
vient d'appeler  lignes  de  première  ou  de  deuxième  espèce  les 
lignes  S,  ou  S2,  on  devra,  par  analogie,  étendre  ces  mêmes  déno- 
minations aux  indicatrices  correspondantes  (16)  et  (17). 

Sans  insister  davantage  sur  ce  point,  supposons  que  l'on  ait  à 

la  fois 

71  -P\  =°« 

La  nouvelle  indicatrice  (i(>)  se   trouvera  rapportée  à  deux  de  ses 
diamètres  conjugués,   lesquels  deviendronl    les  axes  eux-mêmes, 


1*22  

pour  (l>  =  -«  On  est  ainsi  amené  à  poser 

^=P,         et        jjr  ■=*',, 

formules  dans  lesquelles  on  pourrait,  à  la  rigueur,  supprimer  dé- 
sormais les  indices;  mais  il  est  préférable  de  les  y  maintenir,  pour 
que  la  distinction  des  deux  cas  qui  nous  occupent  demeure  plus 
tranchée. 

Ceci  convenu,  faisons 

(i5)  qx—  p\  —  Q, 

ou  plutôt,  actuellement, 

dans  l'équation  (10).  Elle  se  réduira  à 

1       ,     U" 

Que  si,  d'autre  part,  utilisant  à  son  tour  la   première  des  équa- 
tions (4),  on  y  remplace  (pour  la  symétrie)  7y  par  t7,  puis  qu'on 

y  supprime  le  terme  —  >  qu'on  peut  démontrer  (premier  Mémoire, 

n°  14)  être  toujours  nul  le  long  d'une  ligne  de  courbure,  il 
viendra 

ZJT*   =-K    =  —plql  = 


-r-      P"2        "        Jljl        r,r', 

d'où  l'on  tire 


t"  =  ±v/~RiR',- 

C'est  la  formule  corrélative  annoncée.  Elle  a  trait,  on  le  voit, 
aux  pseudo-surfaces  minima  seulement. 

L'analogie  nous  conduit   à   nous   demander    quelle   peut   être 

l'expression  de  la  première  courbure  géodésique  —,->  ou  mieux  —  > 

de  la  ligne  (S)  devenue  ligne  de  courbure. 

Pour  le  savoir,  force  nous  est  de  faire  usage  des  deux  premières 
équations  du  système  suivant  : 

/    Op         dp' 


(a') 


Os' 

Os 

=  qr 

—  rq 

°1 
Os' 

àq' 

Os 

=  rp> 

-pr 

Or 

ds' 

Or' 

'  ~0s~ 

-Pi' 

qp 

—  i-2;j  - 

exclusivement  propre  aux  pseudo-sur)  en  général,  vu  qu  il 

e  tigey  par  son  origine  même  [ainsi  que  nous  le  prouverons  ulté- 
rieurement à  nouveau,  l  >  î  <- 1 1  que  nous  l'ayons  déjà  fa  il  en  sub- 
stance |  ')],  que  les  arcs  ds,  ds1  \  soient  considérés  comme  indé- 
pendants. Cela  «lit.  si  l'on  fail  intervenir  les  conditions 

7i  ~  P'\  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  répétons-le, 

q  =  p'  =  0, 

les  valeurs  <lr  ret  de  r  correspondantes  seront 

{b  )  r=   s\   —r,  r  =- 


K\    ds'  R',1 

Et  comme,  d'autre  part,  l'équation  réduite  des  lignes  de  cour- 
bure pseudo-superficielles 

cns-v        sin*<s 


Ri  R, 

nous  donne  d'abord 
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y/=rRV       v  Ri       •Ri— R'. 


et,  par  suite. 
(d) 


dy  R',         d        '    Rt 

=  a,—  h;  'Tv  \    —  R\  ' 


Ô  -      Ri      ^    /— R  t 

as'  "'  Ri—  R;  ds  \        Ri 


ces  six  valeurs,  mises  clans  l'expression  suivante 

I=(!_,),.^-(^/)sin;. 

résoudront  complètement  le  problème. 

Il  esta  remarquer  que  les  simplifications  que  le  cas  des  surfaces 
a  amenées  ne  se  reproduisent  pas  ici. 

[Vous  ne  saurions,  avant  de  clore  cet  article,  passer  sous  silence 
le  cas  exceptionnellement  digne  d'intérêt  où.  élans  la  relation    6 

(')  Nouvelles    innales  de  Mathématique*     p 
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pour  (l>  =  -•  On  est  iimsi  amené  à  poser 


2 


Trt='"     '■'     «y  =  '/'■• 

formules  dans  lesquelles  on  pourrait,  à  la  rigueur,  supprimer  dé- 
sormais les  indices;  mais  il  est  préférable  de  les  \  maintenir,  pour 
que  la  distinction  des  deux  cas  qui  nous  occupent  demeure  plus 
tranchée. 

Ceci  convenu,  faisons 

(i5)  qx  —  /?i  =  o, 

ou  plutôt,  actuellement, 

(h  =  P\  =  <>> 

dans  l'équation  (10).  Elle  se  réduira  à 

P 

Que  si,  d'autre  part,  utilisant  à  son  tour  la   première  des  équa- 
tions (4),  on  y  remplace  (pour  la  symétrie)  tu  par  t",  puis  qu'on 

y  supprime  le  terme  ~y  qu'on  peut  démontrer  (premier  Mémoire, 

n°  14)  être  toujours  nul  le  long  d'une  ligne  de  courbure,  il 
viendra 

=  T^  =  —  K  =—PiVi 


x'2         p"i  JlJl  R,R', 

d'où  l'on  tire 


t*  =  ±/—  Ri  Ri- 

C'est  la  formule  corrélative  annoncée.  Elle  a  Irait,  on  le  voit, 
aux  pseudo-surfaces  minima  seulement. 

L'analogie  nous  conduit   à    nous   demander    quelle    peut    être 

l'expression  de  la  première  courbure  géodésinue  -71  ou  mieux  —> 

P  ?<• 

de  la  ligne  (S)  devenue  ligne  de  courbure. 

Pour  le  savoir,  force  nous  est  de  faire  usage  des  deux  premières 

équations  du  système  suivant  : 

/   àp         dp' 

—, =  qr  —  rq  . 

\  as  Os 

dr         Or' 

d?  ~  7)7  =  M      W  ' 
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exclusivement  propre  aux  pseudo-surfaces,  en  général,  vu  qui! 
exige,  par  son  origine  même  [ainsi  que  nous  le  prouverons  ulté- 
rieurement à  nouveau,  bien  que  nous  l'ayons  déjà  fait  en  sub- 
stance (')|,  que  les  arcs  <7v,  ds1  \  soienl  considérés  comme  indé- 
pendants. Gela  dit,  si  l'on  fail  intervenir  l<^  conditions 

'/l  =  P\  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  répétons-le, 

q  =  />       ... 
les  valeurs  de  r  el  de  r1  correspondantes  seronl 

,.  M\    à\\}  ,  R,    0\\\ 

Et  comme,  d'autre  part,  l'équation  réduite  des  lignes  de  cour- 
bure pseudo-super jicielles 

cos2<p        sin2co 


Ri  IV, 

nous  donne  d'abord 


si  no  coso 


v/=^rV     /r,      s/\\,-\\\ 


et,  par  suite, 

{d) 


d<p  IV,  à      /    R, 


?  =  '         -  i  / 

h     '  R,— R',    ds  V 


R'i 


5? 


Rt       ^  â  /-  iv, . 
r,—  r;  ^' y     H!  ' 


ces  six  valeurs,  mises  dans  l'expression  suivante 
(C)  L  =  (g  +  r)  cos<p  +  (g,  -  r')  sin,, 

résoudront  complèlement  le  problème. 

Il  est  à  remarquer  que  les  simplifications  que  le  cas  des  surlaces 
a  amenées  ne  se  reproduisent  pas  ici. 

Nous  ne  saurions,  avant  de  clore  cet  article,  passer  sous  silence 
le  cas  exceptionnellement  digne  d'intérêt  où,  dans  la  relation  ((')'). 


(')  Nouvelles    tnnales  de   Mathématiques  (p.    to4;  1890). 


-  m  — 

on  a,  à  la  fois, 

(18)  />   ,    q'=  o,         qi—p\  -  o, 

système  de  conditions  qui,  de  par  (i  4)  et  (i5),  exprime  que  les 
lignes  S,  et  S2  sont  rectangulaires  simultanément,  et  qui,  (\u  même 
coup,  rend  équilcttères  les  hyperboles  indicatrices  (16)  et  (17). 

A  ces  propriétés  on  reconnaît  celles  qui  caractérisent  les  sur- 
faces minima.  L'équation  ((>')  qui  leur  correspond  se  réduil 
alors  à 


Quant  à  la  valeur  (négative)  que  prend,  dans  ce  cas,  K",  nous 
ferons  remarquer  que  les  conditions  (18)  pouvant  s'écrire 

(    p'  —  (l  -f-  '2/5  COS<I>. 

(l8')  7,       J         l 

{  q  =—p, 

ou  bien 

(,8"')  !^.  =  ï.. 

/  7',  =  —  ^iH-  >7i  cos*; 

on  a,  en  conséquence, 

—  K"  =  />2-f-  7'2+  *-i/>7  cos*  =  />f  -f-  7  J  —  >/>i  71  cos4>  =  coT . 

La  transition  à  la  formule  correspondante  d'Enneper  et  à  sa  cor- 
rélative devient  maintenant  chose  aisée,  et  l'on  trouve 

T0=:    R     =  —   R', 

formules  dont  le  premier  groupe  seul  pouvait,  dans  l'état  actuel 
de  la  Science,  être  prévu. 


SUR  DEUX  FORMES  PARTICULIÈRES  DE  L'ÉQUATION  RÉDUITE 
DES  SURFACES  DU  TROISIÈME  ORDRE  GÉNÉRALES; 

Par    M.    F.    Dumont. 

L'équation  des  surfaces  du  troisième  ordre  en  coordonnées  té- 
traédriques peut  être  ramenée  à  ne  contenir  que  sept  paramètres, 
puisque  les  formules  générales   relatives  au   changement   de   té- 
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traèdre  de  référence  permettent  de  disposer  de  douze  coeffi- 
cients. 

La  forme  a x3  :  bys  cz*  dun  ;  ev*  o,  où  ./\  r,  z  <■(  u 
sonl  les  faces  du  tétraèdre  de  référence  et  ç  un  cinquième  plan,  esl 
une  des  formes  réduites  à  sepl  paramètres.  Il  en  esl  de  même  <l<: 
la  forme 

<t.i'\       by*z       cz*  t  ■+•  dt*x  -r  7,/xyz      iigyzt  •+■  ihztx      iklxy      «>. 

pour  laquelle  le  tétraèdre  de  référence  esl  à  la  fois  inscrit  ci  cir- 
conscrit . 

I)(mi\  autres  formes  à  sept  paramètres  semblenl  aussi  Impor- 
tantes pour  l'étude  «les  surfaces  cubiques. 

La  première  est 

(  I  )  À  ./;3  4-  B73  h-  C  z3  -h  D  /•'  -t-  6  E xyz  -+-  6  Fxy  t  -+-  6  Gyz  t  -+-  6 II  xz  t  =  0 
ou,  en  projetant  de  façon  (jue  l'une  des  faces  passe  à  l'infini, 

(i)      a.r3H-  &/3-h  c^:{  -h  Ge^jK^  H-  6  fxy  -h  6,i,'j^  H-  (\Jixz  -i-  d  —  o. 

Elle  suppose  l'existence  d'un  tétraèdre  aulopolaire,  c'est-à-dire 
dont  chaque  sommet  a  la  face  opposée  pour  plan  polaire  par 
rapport  à  la  surface. 

L'existence  de  pareils  tétraèdres  résulte  de  ce  que,  si  l'on  ex- 
prime que,  des  quatre  points  xKyKzK,  x^y^z^  x3y$z3,  x,{y.%z.%, 
chacun  est  sur  le  plan  polaire  des  trois  autres,  on  a  précisément 
douze  équations,  nombre  des  coordonnées  à  déterminer;  ce  rai- 
sonnement ne  prouve  pas  du  reste  l'existence  d'un  tétraèdre  à 
quatre  sommets  réels,  pouvant  être  pris  pour  tétraèdre  de  réfé- 
rence de  sorte  que  la  généralité  de  l'équation  (1)  reste  à  prouver 
et  les  cas  particuliers  qu'elle  ne  comprend  pas,  à  énumérer. 

On  voit  qu'elle  comprend  des  surfaces  à  quatre  points  doubles 
pour  a  =  b  =  c  =  d  =  o  ;  des  surfaces  de  Lamé  pour 

e  =/=  g  =  h  =  0; 

des  surfaces  à  trois  binodes,  pour  a  =  b  =  c  =f=  g  =  h  =  o; 
on  obtient  aussi  des  surfaces  à  1,  2,  3  cnicnodes,  et  les  équations 
cependant  particulières, 

a  .r"'  -+-  by3  -+-  c  z'A  -t-  6exyz  -\-.d  =  o, 
a.r3  +  6^3  -h  cs3  +  ftfxy  ■+■  S  gyz  -h  (*>//./c  4-  rf  =  o, 


•^ 
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représentent  des  surfaces  sans  points  singuliers,  si  les  coefficients 
sont  nuls  cl  no  satisfont  pas  à  une  certaine  condition  ( c| n i  esl 
a  bc  -+-  tie:i  =  o  pour  la  première). 

La  seconde  forme  que  Ton  veut  signaler  ici  esl  la  suivante  : 

( 2 )     6xyz -+- 3  A,  x*  ■+-  3  A2/2 -f- 3  A3*2  +  6 B,js  -+-  6 B2z#-h6  tt3xy^  I)  =  o, 

qui  n'est  pas  générale  absolument,  puisque  certains  cas  particu- 
liers lui  échappent,  mais  qui  est  générale  relativement  {vu  enten- 
dant par  là  une  forme  capable  do  contenir  les  cas  où  la  surface 
ne  présente  pas  de  singularités  ponctuelles). 

Pour  l'établir,  il  suffit  de  remarquer  que,  sur  toute  surface  gé- 
nérale, il  existe  un  triangle  réel  (et  il  en  est  de  même,  du  reste, 
de  la  plupart  des  classes  de  surfaces  cubiques  présentant  des  singu- 
larités); soit  ABC  un  tel  triangle.  Le  plan  du  triangle  ABC  a  huit 
pôles  par  rapport  à  la  surface,  trois  d'entre  eux  sont  les  sommets 
A,  B,  C  et  chacun  d'eux  compte,  en  général  comme  pôle  simple; 
il  en  résulte  que  les  pôles  situés  hors  du  plan  sont  en  nombre 
impair,  savoir  cinq;  que  par  suite  l'un  au  moins  d'entre  eux  est 
réel  :  soit  P  ce  pôle  réel.  Si  l'on  rapporte  la  surface  au  tétraèdre 
ABCP  l'équation  prend  la  forme 

i   Oxyz  -h  3  a,  .r2  /  4-  3  a2 r2  /  -4-  3  a3 z2  / 
(II)  - 

|       -4-&$iyzt-+-6$2zxt  -h  6  fi 3 a*7 f  +  o/:i  =  o. 

Si  maintenant  l'on  projette  homographiquement  la  figure  de 
façon  que,  P  restant  le  point  x  =y  =  s  =  o,  la  face  t  =  o  passe  à 
l'infini,  l'équation  prend  en  coordonnées  ordinaires  la  forme  (2). 

Ainsi,  toute  surface  générale  peut  être  représentée  par  (M)  et 
projetée  suivant  une  surface  représentée  par  (2). 

Cette  équation  est  de  la  forme 

xyz  ■+-  Q  =  o, 

Q  étant  une  fonction  qui,  égalée  à  zéro,  représente  une  qua- 
drique  avant  P  comme  centre;  de  telle  sorte  que  la  discussion  de 
cette  forme  se  ramène  à  la  discussion  de  la  quadrique  Q,  que 
nous  appellerons  la  quadrique  associée  du  plan  t  =  o  (ou  bien 
du  plan  de  l'infini).  On  voit  que  si  /,,  /3,  /.,  désignent  les 
nombres  de  triangles  réels  de  la  surface  avant  un,  trois  ou  cinq 
pôles  réels  hors  de   leur   plan,    il   v   a    tt  -+-  3  t3 H-  5 1$    manières 


—  \Ti  — 
de  réduire  I  équation  de  la  surface  à  la  forme 

i  \  :■    |     Q         0  ■ 

La  quadrique  associée  coupe  la  surface  suivant  irois  coniques 
silures  dans  les  plans  x  =  o,  y  =  o,  z  =  o  el  dont  les  centres 
sont  au  point  P. 

Considérons  quelques  <  :as  particuliers. 

i°  Cas  d'un  enienode  C2>  —  Les  droites  |>nss;i n i  par  C2 
peuvent  être  imaginaires,  mais  il  est  évident  que  les  quinze 
autres  ne  sauraient  l'être,  puisque  loute  droite  réelle  passant 
par  C-2  doit  couper  la  surface  en  un  troisième  point  réel.  Or  ces 
droites  forment  des  triangles  réels.  D'autre  part,  tout  point 
double  étant  sur  la  quadrique  polaire  d'un  point  quelconque  et 
en  particulier  de  tous  les  points  d'un  plan  tritangent,  récipro- 
quement, tout  point  d'un  tel  plan  est  situé  sur  le  plan  polaire  du 
point  double,  c'est-à-dire  que,  parmi  les  pôles  du  plan  tritangent, 
se  trouve  le  point  double.  Choisissant  ce  point  pour 

x  =  y  =  z  =  o, 
l'éq nation  a  la  forme 

xyz  -+-  C  =  o, 
C  =  o  étant  l'équation  d'un  cône  du  deuxième  degré  de  sommet 

i°  Cas  de  deux  enienodes  C2,  C2.  —  On  trouve  par  des  con- 
sidérations analogues  que,  même  dans  le  cas  où  les  droites  passant 
par  C2  et  C!,  sont  imaginaires,  l'équation  peut  se  ramener  à  (sup- 
posant le  plan  t  —  o  rejeté  à  l'infini) 

ixyz  -+-  (  ixl  x  -+-  a2jK  )2  -+-  A3  z2  -h  -i  R\yz  -+-  'i  B2  zx  =  o, 

et  que  si,  parmi  les  droites  passant  par  les  points  doubles,  il  s'en 
trouve  un  couple  (l'une  passant  par  C2,  l'autre  par  G!,)  de  réelles, 
on  pourra  obtenir  la  forme 

(\xyz  -+-  3 \^z-  -•-  G  Btyz    -  6  B2  zx  ■+■  6  B3xy  -t-  D  =  o. 

)"   Cas  de  trois  enienodes  C2C1C".  —  On  trouve  de  suite  la 
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forme 

Gxyjs  +■  i\\\xyz-\-  Ç>Bzzx  -h  6  B$xy  +■  D  =o; 

le  cône  asymptote  de   la  quadrique   associée   passe  par  les   ;ims. 
On  peul  de  même  obtenir  1rs  formes  suivantes. 

/î"  Cas  d'un  binode  n:{  à  biplan  réel 

6xyz  +  3  A2j2-h  A;Jc2  +  GB,jk-  ■+■  6BBxy  ■+-  D  =a. 

Si  le  biplan  n'est  pas  réel,  il  existe  cependant  des  triangles  réels 
sur  la  surface,  formés  par  des  droites  ne  passant  pas  par  B3,  de 
sorte  que  Ton  a  encore  une  équation  rentrant  dans  le  type  con- 
sidéré. 

5°  Cas  d'un  binode  B4.  —  Il  suffit  de  faire  Ds  =  —  3A3Bij 
dans  l'équation  précédente. 

6°  Cas  d1  un  binode  B5.  —  On  a 

2 xyz  -h  A 9 J2  -+-  A 3 z-  -+■  i  B;î .rj  —  A 3  B ^  =  ( » . 

Dans  le  cas  d'un  binode  Bfi,  les  trois  droites  (pie  possède  la 
surface,  qui  ne  sont,  dn  reste,  pas  nécessairement  toutes  réelles,  ne 
forment  pins  un  triangle.  Ce  cas  n'est  donc  pas  compris  dans  la  for- 
mule (1).  Il  en  est  de  même  si  le  point  singulier  de  la  surface  est 
un  unode  U«,  U-  ou  U8  (notation  Salmon). 

Au    contraire,    les   cas    (C2,   B3),    (B3,  B'.}),    (C2B4)j    (C2,  B5), 

(c2c;b3),  (c2c;b4),  (c2b3b;),  (b3b;b;),  (cx;c:c:)  sont 

compris  dans  la  forme  (1),  mais  le  cas  (G2BC)  ne  l'est  pas. 
Une  surface  réglée  à  directrice  simple  est  représentée  par 

ixyz  +  Ai ^-2  -+-  A2jr2-f-  aB3a;j  —  o. 

Enlin,  une  surface  réglée  sans  directrice  simple,  c'est-à-dire  sur 
une  surface  de  Cayley,  échappe  à  la  forme  considérée  puisqu'une 
telle  surface  n'a  pas  de  triangle. 

En  résumé,  dix-sept  des  vingt-trois  classes  sont   représentables 

par  la  forme 

xyz  +  Q  =  o. 
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{</<liii<>n  à  l'article  précédent, 

Il  faut  lire,  dans  l'article  précédenl  (page  127,  ligne  q)  :  ne 
sauraient  l'être  toutes;  d  est  clair  en  effet  qu'une  partie  de  ces 
droites  peuvent  être  imaginaires,  savoir,  dans  le  cas  où  les  droites 
d  passant  par  le  enienode  sont  imaginaires,  celles  <|ui  sont  dans 

lc>  plans  déterminés  par  deux  droites  <l  non  conjuguées. 

Ces!  par  erreur  que  le  cas  Ur>  a  été  donné  (page  128)  comme 

non  compris   dans  la    formule  .r\  :  -j    Q:      o,  car1  on   peut   obtenir 
pour  ce  cas  la  (orme 

xyz  -h  ( m x  -\    nv  —  />  z  \'  1 

et  indépendamment  des  trois  droites  situées  dans  le  plan  tangent 
au  point  Uc,  la  surface  en  possède  trois  autres  formant  un  triangle. 
Enfin,  pour  quelques-uns  des  cas  donnés  comme  compris  dans 
cette  forme  xyz  -f-  Q  =  o,  la  quadrique  Q  n'est  plus  la  quadrique 
associée  du  plan  £  =  0,  en  prenant  cette  expression  dans  le  sens  indi- 
qué au  début  de  l'article.  Par  exemple,  dans  le  cas  C2+  Bj,  on  peut 
ramener  l'équation  à  la  forme 

•2 xyz  -h  £(«.r2+  b zt  -t-  icxz)  =  o, 
mais  le  cône 

ax^ -b  bzt  -h  -icxz  =  o 

n'a  pas  pour  sommet  (x  —y  =  z  =  o)  mais  (a?  =  z  =  t  =z  o). 
Dans  ce  cas,  le  plan  £  =  o  du  triangle  mis  en  évidence  a  seu- 
lement pour  ses  huit  pôles  les  sommets  de  ce  triangle,  savoir 
le  binode  B5(;r  =  z=  t  =  o)  compté  cinq  fois,  le  enienode 
(a?  =y  =  t  =  o)  compté  deux  fois  et  le  sommet  (y  =  z  =  t  —  o) 
compté  une  fois. 

SUR  L'EXISTENCE  DES  FONCTIONS  INTÉGRALES 
D'UN  SYSTÈME  D'ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 

Par  M.   E.   Goursat. 

Dans  la    démonstration   classique,    de   Mme  de  kowalewski,  de 
l'existence  des  fonctions  intégrales  d'un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles,  on  traite  d'abord  le  cas  des  équations  linéaires 
xxvi,  9 
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H  homogènes  d  une  forme  particulière,  puis  celui  des  équations 
linéaires  quelconques,  el  enfin  le  cas  général.  Il  m'a  semblé  qu'on 
pouvait  arriver  plus  vile  au  but,  grâce  à  l'emploi  d* un  artifice 
dont  je  m'étais  déjà  servi  pour  l'étude  des  propriétés  des  caracté- 
ristiques (  '  ). 

Pour  bien  faire  saisir  la  suite  des  idées,  j'exposerai  d'abord  la 
marche  de  la  démonstration  en  détail  pour  une  équation  du  se- 
cond ordre  à  deux  variables  indépendantes.  Dans  ce  cas  particu- 
lier, le  théorème  de  Cauchy  s'énonce  ainsi  : 

Soit 

(  i  )  r—  F(x,y,  z,  p,  q,  s,  t) 

une  équation  du  second  ordre  ou  Le  second  membre  est  kolo- 
morphe  dans  le  voisinage  des  valeurs  x0,  y0,  z0,  /?0,  q0,  s0,  t(); 
soient,  d'autre  part,  o0(y)  et  ®\{y)  deux  fonctions  dey,  holo- 
morphes  au  voisinage  de  yQ,  et  telles  que  l'on  ait 

<?o(yo)  =  -o,        o'0  (y0)  =  ry0,        o"(y0)  =  /0,        ©1  (y  a)  =  p0,        o\  (j„)  =  s0. 

Il  existe  une  fonction  £,  satisfaisant  à  l'équation  (i),  holo- 
morplie  au  voisinage  de  .r0,  j'0  et  telle  que,  pour  x  =  x0,  z  se 

réduise  à  ©0  (y)  et  ±  à  çp ,  (y). 

On  peut  d'abord,  par  une  suite  de  transformations  évidentes, 
remplacer  les  conditions  initiales  par  des  conditions  plus  simples. 
On  peut  supposer  x0=y0==  o,  car  cela  revient  à  remplacera  par 
x{)-\-x  el  y  par  y0  -\-y)  si  l'on  pose  ensuite 

3  =  (?o(y)-+-v?i(y)  -+■  a- 

u   désignant    une   nouvelle  fonction  inconnue,    on  voit  que    u  et 

du  j    .  »         • j  ,  , 

—  doivent  être  identiquement  nuls  pour  x  —  o,  quel  que  soit  y . 

Les  transformations  précédentes  étant  supposées  effectuées,  la 
démonstration    du    théorème    général    est   ramenée    à    celui-ci  : 


(  '  )  Leçons  sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre.   I.   1.   p.   iS'|   cl   su  h.:  I.    II.  p.  3o5. 


I .  Ci/  ini  I  ii>n 

i        n       bx       c  i        dz       </'      ./'/   I   ffs       l>  '      ■  ■  ■ 

admet  une  intégrale  holomorphe  <laris  le  domaine  du  point 

,    .    ,  . .       dz 

/    =y  =  o,  .v  a  n  n  ii  la  ii  i ,  ainsi  a  lie  sa  dérivée  première    -i  nom- 

1  '  il.r     ' 


0. 


Comme  les  coefficients  du  développemenl  de  celte  intégrale  se 
déduisent  do  coefficients  <7,  A,  c,  t/,  ...,  par  les  seules  opéra- 
tions d'addition  et  de  multiplication,  il  èsl  permis,  pour  établir 
la  convergence,  d'employer  la  méthode  des  fonctions  majorantes. 
Il  est  encore  permis  <lc  supposer  a  =  o,  car  il  suffit  de  remplacer 

z  par  z  -f-  a  •     pour  faire  disparaître  ce  coefficient. 

Cela  posé,  le  second  membre  de  l'équation  (2)  admet  pour  fonc- 
tion majorante  une  expression  de  la  loi  nie 


M 


x-hy-\-z-\-p-h-q 
K 


s  -+-  t 


M, 


M,  0,  K  étant  des  nombres  positifs   déterminés;   comme  on  au<;- 

mente  les  coefficients  en  remplaçant  x  par  '--,  y.  étant  un  nombre 
positif  moindre  que  l'unité,  la  fonction 

M 


+  /  +  2+/J  +  ? 


)( 


—  M 


6-  —  / 
l 


\  Il 

es!  a  fortiori  majorante,  et  il  nous  suffira  de  montrer  que  l'équa- 
tion auxiliaire 


(3> 


M 


M 


<~~) 


admet   une    intégrale     holomorphe     dans    le    domaine    du    point 

....  dz 

X  :=y  —  O,  nulle,  ainsi  que  —  »  pour  x  =  o. 

La  convergence  de  ce  nouveau   développemenl  sera  établie,  si 


—  i;*2  — 

l'on  montre  <|ue  l'équation  (3)  admet  une  intégrale  holomorphe 
clans  le  domaine  de  l'origine,  dont  tous  les  coefficients  sont  réels 
ei  positifs.  Car  les  coefficients  de  ee  troisième  développement  se- 
ront nécessairement  supérieurs  aux  coefficients  correspondants 

du  second,  puisque  les  coefficients  des  termes  en  yH  et  en  xyn 
sont  supposés  positifs,  et  que  les  autres  se  déduisent  de  ceux-là 
par  voie  d'addition  et  de  multiplication.  Finalement  tout  se  réduit 
à  établir  que  l'équation  auxiliaire  (3)  admet  pour  intégrale  une 
série  entière  convergente  dont  tous  les  coefficients  sont  réels  et 
positifs.  Cherchons,  pour  cela,  à  satisfaire  à  celte  équation  en 
prenant  pour  z  une  fonction  de  x  ~+r  ay  =  il)  on  est  conduit  à 
l'équation  différentielle  du  second  ordre 

, (a  _|_  a2) (  —        =  — _ m 

p  du?  o        \  du*  /  u  dz  , 

L  '  J  l  -  -K* -1-  —  (î -+-  a) 

a  ou 

i 


R 

Le  nombre  positif  a  étant  assujetti  à  la  seule  condition  d'être 
inférieur  à  l'unité,  choisissons-le  assez  petit  pour  que  l'on  ait 
M(a  +  a2)<o;  l'équation  précédente  peut  alors  s'écrire,  sous 
forme  abrégée, 

1  )  A  -r— -  B =    'Jj  (  u,  z ,  — -  ), 

'  du*  \du*/  r  \  du] 

A  et  13  étant  deux  nombres  positifs  et  cp  (u}  z,  —)   une  série   en- 

•  >  i  r  -  î  •  i  dz 

tiere   ordonnée   suivant  les    puissances    croissantes  de   z.   a.  — , 

1  du 

ayant  tous  ses  coefficients  réels  et  positifs,  et  n'ayant  pas  de  terme 

dz 
indépendant  de  z,   w,  -j— •  Il  existe   une  intégrale  de   celte  équa- 
tion, holomorphe  dans  le  voisinage  de  u  =  o,  et  telle  que  l'on  ait, 

0- z  dz 

pour  u  =  o,  -r-2  =  t-  =  u  =  o.  Tous  les  autres   coefficients  du 

1  7    du-  du 

développement  de  celte  intégrale  sont  des  nombres  réels  et  posi- 
tifs. On  a,  par  exemple, 

d*z  <)-z  d*z     _  do        do  dz  do       d2z  _ 

~dûTi~'1      dû?  dû*  "  d'il  "  "  dl~  dû  "*"   ,  (dz  \   dû*  ' 

"  (  dû) 
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l.i  valeur  inil îale  <!<■         esl  donc  égale  à 

ou* 

1   ('*'>  I 
\  \du/o 

c  est-à-dire  à  un  nombre  réel  el  positif.  On  a  ensuite 

A  r  -   •>  I»         --      —    >   i  -  t  -h.  .., 


et,  par  conséquent,  (  —  )   esl  encore  positif;  «mi  continuant  ainsi, 

y' H* / o 

on  voil  que  tous  les  coefficients  successifs  de  ce  développemenl 
sont  positifs.  L'équation  auxiliaire  (3)  admet  donc  une  intégrale 

((■présentée  par  une  série  convergente  de  la  forme 

r  =  A3(>  -F  ajr)3+  Av(.r  -+-  o^)4-h.  ■  .-h  A„(.r  +  *y)n  + 

les  coefficients  A:î,  A/(,  ...,  A„  étant  positifs,  ainsi  que  x;  il  est 
clair  que  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  xmym'  est  positif, 
et  de  là  résulte  l'exactitude  du  théorème  énoncé. 

Passons  maintenant  au  cas  général  de  q  équations  simultanées 
d'ordre  /i,  entre  q  fonctions  inconnues  zK,  z2,  .  .  .,  zq  etr+i  va- 
riables indépendantes  x,  xt,  x.2,  ...,  xr.  Ces  équations  étant 
mises  sous  la  forme 

(5)  '^r  =  Fi  (»■  =  !,*,...,*), 

où  les  seconds  membres  F/  sont  des  fonctions  des  /•  -+-  i  variables 
indépendantes  x,  xt,  x2,  ■•-,  xr,  des  q  fonctions  inconnues 
Si,  £05  •••>  ^7  et  de  leurs  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  in- 

clusivement,  sauf  les  dérivées  -7 — ->  le  théorème  général  consiste, 

comme  on  sait,  en  ceci  :  il  existe,  sous  certaines  conditions  de 
continuité  inuliles  à  rappeler,  un  système  de  q  intégrales  zXl 
32,  ••-,  Zq,  se  réduisant,  pour  x  =  xQ1  ainsi  que  leurs  dérivées 
partielles 

()-  ■         ()-  -  ùn-l  ~  ■ 


■) 


à  des  fondions  données  à  l'avance  de  ./ -, .  #2? t, 


(l  =  I,  2 ,  y  1. 
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Par  une  suite  <le  transformations  toul  à  fail  pareilles  à  celles 
qui  nous  ont  servi  pour  le  cas  particulier  déjà  traité,  la  démons- 
tration de  cette  proposition  générale  se  trouve  ramenée  à  la  dé- 
monstration du  théorème  suivanl  :  Pour  une  râleur  convena- 
blement choisie  de  la  constante  réelle  a  <;  i ,  le  système  auxi- 
liaire 

**Zi        à"Zi  d»Zq M 

àxn  <>.r"  0.r'1  x' 


(-S)(-ÏJ 


où  \  est  égale  à  lu  somme  des  dérivées  partielles  d'ordre  n 
des  fonctions  inconnues,  sa u     tes  dérivées  >  et  ou  I  on  a 

TT  T  V  V  'y/" 

U  = 1-  Xi  -h.  .  .  -h  x,.-+-  Lx-\- .  . .-+-  L(l-\ - h. .  . , 

a  '        Ox 

les  termes  non  écrits  comprenant  toutes  les  dérivées  d'ordre 
inférieur  à  n,  admet  un  système  d'intégrales  ladomorplies 
dans  le  voisinage  du  point  x  ==  .r,  =  ...:=  .r,.  =  o,  tel  que 
tous  les  coefficients  des  développements  en  série  de  ces  inté- 
grales soient  des  nombres  réels  et  positifs. 

Pour  montrer  qu'un  pareil  système  d'intégrales  existe,  il    suffit 
de  chercher  à  vérifier  ce  système  auxiliaire  en   posant 

ZI=Z,  =  ...=:Z?=U(M) 

où 

u  =  x  -+-  a(a?i  -h  a?2 -+-    •  •  -+-  :rr  )  • 

on  est  conduit  ainsi,  pour  déterminer  la  fonction  U,  à  une  seule 
équation  de  la  forme 

(7)  A H  ( -—        =  <ï>  (  u,  U,  -r- , , 

'  '  Ou"  \i)u»  )  '  du  du*-1  J 

où  A  et  H  sont  deux  coefficients  positifs  pourvu  que  a  soit  suffi- 
samment petit,  et  où  le  second  membre  est  la  somme  d'une  série 
entière  dont  tous  Jes  coefficients  sont  réels  et  positifs,  el  ne  pré- 
sentant pas  de  terme  constant.  On  démontre,  comme  plus  haut, 
(pic  l'intégrale  de  cette  équation  qui  est  nulle,  ainsi  que  ses  n  pre- 
mières dérivées,  pour  u  =  o,  est  représentée  par  un  développe- 
menl   en  série  donl  lotis  les  coefficients  son!  positifs. 


I  ;  i 


COMPTES   RENDUS   DKS   SÉANCES, 


SÉANCE    DU   G   JUILLET    1898. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    LECORN1  • 


Elections 


Soiii  élus  à  L'unanimité,  membres  <lc  la  Société  :  M.  Jahnke  el 
i\l.  Ripertj  présentés  par  MM.  Laisanl  ci  Lemoine. 

(  Communications  : 

M.  UafTj  :  Sur  la  détermination  des  surfaces  qui  admettent 
une  série  cou  tin  ne  de  déformations,  conservant  les  courbures 
principales. 

]VI.  Duporccj  :  Sur  un  problème  relatif  aux  abaques. 

M.  H.  Di  port  adresse  une  Noie  intitulée  :  Théorie  des  atomes. 
M.  Paul  Appell  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  lignes  qui  se  conservent  dans  la  déformation 
d'un  milieu  continu. 

On  peut,  sous  un  certain  point  de  vue,  étendre  les  propriétés 
des  lignes  de  tourbillon  à  d'autres  systèmes  de  lignes  qui  se  con- 
servent dans  la  déformation  d'un  milieu  continu. 

Soient  a,  b,  c  les  coordonnées  initiales  d'une  molécule,  x,y,  :• 
ses  coordonnées  finales;  les  quantités  oc-,}',  z  sont  des  fonctions 
uniformes  et  continues  de  rt,  b,  c  et  inversement. 

Un  système  de  lignes  à  deux  paramètres 

<l<t        db        de 


tracées  dans  le  milieu  primitif,  se  transforme  en  un  système   de 
lignes 

dx        <ly        dz 

T  =  T  =  T 

i  racées  da  ns  le  m  il  ieu  déformé. 
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On  peut  toujours  s'arrangerde  façon  que  l'on  ail  les  propriétés 
suivantes  : 


dA       dB       OC  _ 

<)<t  Oh  Oc 

dX        o\       dZ 

+  __  +  —-=  o  ; 
ox        Oy       Oz 

.)"  Soient  />„,  i/o,  / 'o  des  fonctions  telles  que 

dru      _  d£o 

~ôb  '  '  de 

Opo        dr» 
de         On 

dq0        àpQ 


A   5= 

^         de 


de         da 


da  d£ 


soient  de  même  /?,  gr,  r  trois  fonctions  telles  que 


Or         0(i 
\  = /  , 

dy       i/<z 

Y  =  ^  —  — , 
dz        Ox 

/  -  ^i  _  â?  - 

Ox        Oy' 

expression 

p  dx  -h  </  e(y  -. 

-  r  dz  —  (j?9  da  - 

q0  db  ■+■  r0  «fc) 

est  une  différentielle  totale  exacte. 

Ces  théorèmes  permettent  d'étendre  les  théorèmes  classiques 
de  la  théorie  des  tourbillons  aux  tubes  et  surfaces  engendrés  par 
les  lignes  (i)  et  (2). 

On  peut  enfin,  quand  on  connaît  deux  systèmes  de  lignes  à 
deux  paramètres  qui  se  conservent,  en  déduire  un  troisième  à  deux 
paramètres  qui  se  conserve  également,  et  cela,  d'une  infinité  de 
façons. 

Ces  propositions  sont  développées,  avec  des  exemples,  dans  un 
Mémoire  qui  paraîtra  prochainement  dans  |e  Journal  de  Mathé- 
matiques,  de  M.  Jordan. 
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SÉANCE   DU  20  JUILLET    1898. 

PRESIDENCE    DE    M.    LECORN1  , 

(  ' om  m  u  n  nul  ions  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  surfaces  réglées  qui  admettent  connue 
lignes  asympto tiques  un  certain  nombre  de  cubiques  gauches. 

M.  Ripe  ri  :  Sur  la  sphère  des  douze  points  d'un  tétraèdre. 

M.  Duporcq  :  Sur  les  fondions  de  trois  variables  représen- 
tables par  un  abaque  à  alignements. 

M.  Lecornu  :  Sur  l'équilibre  d'élasticité  d'un  bandage 
pneumatique. 

M.  Dumont  adresse  la  Communication  suivante  : 

Sur  les  surfaces  réglées  du  troisième  ordre  à  un  seul  côté. 

Les  surfaces  réglées  du  troisième  ordre,  possédant  deux  direc- 
trices, lesquelles  sont  les  transformations  homographiques  de  la 
surface  zx*=y2:  sont  citées  comme  l'exemple  le  plus  simple  de 
surfaces  algébriques  à  un  seul  côté  [voir  Darboux,  Théorie  des 
surfaces,  t.  I;  note  de  la  pag;e  36 1). 

Il  est  intéressant  de  savoir  si  celle  propriété  est  un  nouveau 
caractère  distinclif  entre  ces  surfaces  et  la  surface  du  troisième 
ordre  de  Cajley. 

Or,  il  en  est  effectivement  ainsi.  En  appliquant,  en  effet,  les  for- 
mules données  récemment  dans  le  Bulletin  de  Ici  Société  mathé- 
matique (Delaujnay,  Sur  les  surfaces  à  un  seul  côté)  à  ia  sur- 
face x(x2-h yz)  -(- y2  =  o,  on  trouve  que,  ni  en  supposant  deux 
ou  une  des  trois  fonctions  f,  F,  co  avant  k  pour  période,  ni  en  ne 
faisant  aucune  restriction,  on  ne  peut  satisfaire  aux  quatre  iden- 
tités traduisant  la  condition  géométrique  que  la  surface  soit  à  un 
seul  côté. 

Ce  résultat  est  confirmé  par  l'examen  direct  du  mouvement  de  la 
génératrice  sur  la  surface  considérée.  Soientla  section  hyperbolique 
x  =  a,  IR  la  génératrice,  I  étant  son  point  d'intersection  avec  la 
directrice  double,  K  son  point  situé  sur  celte  hyperbole,  et  P  un 
point  de  llv  pris  à  une  distance  fixe  de  I.  Les  positions  de  IK  sont 
déterminées  parle  coefficient  angulaire  m  du  plan  y  =  mx  qui 
les  contient.  Or,  si  l'on  fait  varier  m  <lr     -x  à  -+-  oo,  on   voit  que 


—  i;;s 

le  segmenl  II*  coïncide  avec  sa  position  initiale  lorsque  la  généra- 
i pice  ii  décrit  une  fois  la  surface. 

La  propriété  signalée  pour  les  surfaces  à  deux  directrices  esl 
donc  bien  un  nouveau  caractère  qui  les  distingue  des  surfaces 
sans  directrice  rectiligne  simple. 


MÉM01UËS  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR   LA    THÉORIE    DES    SURFACES; 
Par  M.    A.    Pellet. 

Ce  Mémoire  fait  suite  à  celui  qui  a  paru  dans  les  Annales  de 
l"  Ecole  Normale  en  septembre  i8()-.  La  méthode  que  j'expose 
permet  de  simplifier  la  théorie  des  surfaces  ayant  même  représen- 
tation sphérique,  en  particulier  celle  des  surfaces  de  Weingarten, 
le  théorème  de  Chris  toflel  et  celui  de  Lamé  sur  les  systèmes 
triples,  orthogonaux  et  isothermes.  J'y  donne  aussi  un  résultat 
complètement  nouveau,  l'expression  générale  de  l'élément  linéaire 
des  surfaces  applicables  sur  une  surface  de  révolution,  lorsque  les 
coefficients  de  cet  élément  sont  des  fonctions  de  la  courbure  de  la 
surface. 

I .    La  courbure  totale  de  l'expression 

E  du2  h-  2  F  du  dv  -+-  G  dv2 

est  un  invariant,  quelles  que  soient  les  fonctions  E,  F,  G;  si  on 
les  multiplie  par  une  fonction  f(z>),  co  étant  une  fonction  de  u  et 
de  c,  la  courbure  totale  de  la  nouvelle  expression  est  un  inva- 
riant. Développant  l'expression  de  cette  courbure  totale,  les  coef- 
ficients des  diverses  puissances  de/* et  de  ses  dérivées  par  rapport 
à  co  seront  donc  des  invariants.  On  arrive  ainsi  facilement  aux 
invariants  de  AL  Beltrami.  Dans  le  cas  où 

E  =  G  =  o. 

la  courbure  totale,  K,  a  pour  expression 

F  Ou  Ov 
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,a  courbure  tolaie  de  I  express  ion 

I   du  d\ 


es!  donc  égale  à 


k      £_  pU      •  / './"  \ 


Les  invariants  de  M.  Bel  Ira  mi  sonl 

PU 


A.  I 


A,  CP 


2  33       [fi 


cl  I  on  a 


K        A,/!'. 


Dans  le  cas  général,  les  termes  contenant  des  dérivées  secondes 

dans  Iv  sont 


\\AX  *9~   ~*V         â^' 


on  en  déduit  immédiatement  pour  les  termes  contenant  les  déri- 
vées secondes  de  9  dans  Ao  (0  : 


j1(f<p,»^Ie<p„»,-Ig^,) 


D'après  l'expression  de  A-,  z>  dans  le  cas  où  E  et  (i  sont  nuls, 

on  a 

A2  o  =  o. 

pour  les  fonctions  cp  satisfaisant  aux  équations 
(i)  '*i  <?»  +  fi==o,         r2cp«-t-«pl»  =  o, 

/  ,  el  /o  étant  les  racines  de  L'équation 

Er2+  2 .F/*  -h  G  =  o. 
Cela  détermine  les  autres  termes  de  \2  'f  >  et  l'on  voit  que 
i      à  i  V     , 

En  effet,  pour  les  solutions  des  équations  (i),  on  a 


i      d  /  V  G    ,  \       j_  ^  /  F    ,        Ë    , 

H9"/  ""  2 H  <fo\ïï*""~  H9, 


' 


Il  ''  ~_  Il  v«--«?,i 


f?;,-e?;, 

Il 


—  *  ?«  j 


de  sorte  q ne  Aj  es  csi  nul. 
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Désignons  par  a  une  solution  de  la  première  des  équations  (i) 

et  par  (3  une  solution  de  la  seconde.  On  aura 

E  <hr-  -+-  2  F  rfw  ûfa  -+-  G  rf^2  =  <jf*,  ? , 

et,  par  suite,  la  courbure  totale  a  pour  valeur 

Mrrsr  =  ME-  A2/a;,-A2/3;/=  k. 

,ji  a  U  p  Et 

Mais,  en  dérivant  les  équations  (2)  par  rapport  à  a,  on  a 

FC-Ga;._       »;„       /FV  /GV 


H  au  a^  \H/„  \H/U 

et  les  équations  analogues  pour  [3.  Ajoutant,  il  vient 

w  '  a'      !  A  egj.-ff^-hh;,      j_  £  fe;,-f;,e 

-    a'^"~  H  tfw  HE  H  dv  EH 

et,  pour  la  courbure  totale, 

K=  JL/±FJE£— EG'«    ■     d     -FEu—  EE^+aFiE 


2HUu  dt> 

Par  symétrie, 

_i_(  d_  FG'„  —  E'vG        d_  —  FG[,— GG;tH-aF[,G 
.     aH\<fc  GH  du  HG 

d'où,  en  ajoutant  ces  expressions  différentes, 

-i[(i):(«s):-(S):('S)j 

j_  i_  f;>-g;#     j_  £  f;,  -  e;. 

+  2H  du  '     H  ~  aH  dv        H 

L'invariant  du  premier  ordre  A,  m  se  calcule  avec  facilité  direc- 
tement dans  le  cas  général  et  l'on  a 

E?',*  —  aFfitf-i-G?;? 


EG  —  F« 
( )u a  posé 

EG  -  F*  =  II-. 


-  III  - 

d'où  l'on  (Icilu m  les  relal ions 


■.i4(ii)„(m), ""(ii),(h/„  I      \:\[\\)lt\\\),    (  h/Ah)u  I 

5  (lL(n/..'  \i)„~\\i),J  \\)v\' 

De  sorte  que  l'expression  de  la  courbure  totale  peut  encore  se 
mel i re  sons  la  forme 

.  /d  i\'.-g;,  h_  _r>_  F'u—E'v 


2 H  U//         II  da        II 

2.  Lorsque  Er/«'2+  2  F  du  dv  -h  G  rft>2  esl  le  carré  de  l'élément 
linéaire  d'une  surface  applicable  sur  une  surface  de  révolution,  la 
courbure  totale  de  l'expression 

/( K)( K  du* -h?,Fdudv  +  G  dv*) 

est  une  fonction  de  K,  quelle  que  soit  la  fonction  /"(K)  et  réci- 
proquement. 

Ainsi,  pour  que  l'expression 

K*{du*  +  g*dv*) 

soit  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  surface  de  révolution, 
A  étant  une  fonction  de  g  ainsi  que  la  courbure  totale,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  équations  suivantes  soient  satisfaites  : 

(1)  s7 

(2) 

(3) 

P,  m,  n  étant  des  fonctions  de  g. 

En  dérivant  l'équation  (1),  on  obtient  deux  équations  entre  les 
dérivées  secondes  de  g,  qui,  pour  être  compatibles  avec  les  équa- 
tions (2)  et  (3),  exigent  qu'on  ait 

^«^■(jnV*— »t^t-aP>-l-6P)— a(4P  —  P'^  — n«*«)P  =  0. 

Cette  équation  détermine  g'u  el  g  est  une  fonction  de  pu  -\-  qv 


g*&  = 

2P, 

*;.=? 

m*  g, 

\?/^~ 

n*  ' 

s- 

—  \'i±  - 

(p  cl  </  constants  ),  à  moins  que 

2p  =  /i*^2H   m*g'*,        P'=  n^  +  îmV'i 
alors 

,     '    ,  ,r  rr"       rr'      O-' 

(  l  j  6ouv  — '  6  ne  v 

Les  équations  (1),  (2),  (3),  ({)  montrenl  d'abord  que  m  el   /> 
sont  constants;  si  aucune  des  quantités  m,  n  n'est  nulle,  on  a 

A"         "  m*  \  Denv-+-  \}xe-»v  )    GC^  ' 
si  Tune  est  nulle,  ni  par  exemple,  ou  a 

4DDi/i2m* 


A- 


(DeB"+  Die-"»*)2 


Pour  que  2F dudv  soit  le  ds2  d'une  surface  de  révolution, 
F  étant  fonction  de  la  courbure,  il  faut  que  F  soit  une  fonction 
de  mu  h-  /m\  ?n  et  /ï  étant  constants.  En  effet,  on  doit  avoir 

F£,  =  /(F)        et        FiF;  =  /i(F); 
d'où 

/'1  F«e— /F!»F'„  =  o; 

ce  qui  donne 

F  =  ©(U-+-V), 

et  l'on  reconnaît  que  les  fonctions  U  et  V"  doivent  être  du  premier 
degré. 

3.  Supposons  F  =  o,  et  remplaçons  E  et  G  par  A-  et  B-.  La 
surface  étant  rapportée  au  système  d'axes  rectangulaires  formé 
parles  tangentes  aux  lignes  coordonnées  el  la  normale  à  la  surface 
au  point  (m,  c),  on  a 

\  =Au  +  j(Aîtuî+  *A>  -  ■£*»**)     -+-  U  +•••  +Ç*  +  -..Ï 

ïl=Bv  +  H":T'ul+2  B"uv  ""  n;'v"  '  ~~ ^ * '  '  " +  T|*  +  *  '  ' ' 


=  -(rt^+2^rj-fir12)+^  +  ...+  ^/, 


•j,  v  désignant  les  accroissements  des  paramètres  //,  r:  ç/,.  y,/,  des 
jonctions  entières  et  homogènes  de  degré  k  de  u,  v,  et  Ç*  une 
fonction  de  même  nature  en  ç,  v\. 

Les  cosinus  des  angles   de  la   normale  à   la  surface  au  point  uv 


m:;  - 

avec  les  axes  des  ;.  tn  C  sont  proportionnel 

a\      ct),     c\      6tj,         i, 

ce  <|iii  (loiinc,  pour  l«'  carré  <!<•  l'élément  linéaire  de  la  représenta- 
Lion  sphérique, 

i  a'    :    r"  i  \  ',/,/'    .    (  //■!        c*)B*rfP»H     H     A        a)AB  rfté  tfp. 

(  )n  ;i  les  équal ions  <l ifFérenl îelles 

\  f/[.  h  (a      l>  )  \\,       Bc'u       >  c  B'u, 
15 i,'u  -m  b  —  a)b'u       \r;+  -2cA;,. 

Si  c       o,  auquel  cas  //  el  p  sont  les  paramètres  '1rs  lignes  de 

courbure,  posons 

ia      ai.,        Bô  =  itb; 
il  vi  en  i 

l'élément  linéaire  de  la  représentation  sphérique  a  pour  expression 

Xidui  +  t)b2rfo2, 
et  Ton  a 

(9.)  xm\>  —— <  >/,.  -+-  ^;<  >. 

Supposons  données  les  valeurs  de  à  et  lu.  Pour  qu'il  y  ait  des 
surfaces  correspondantes  il  faut  que  les  équations  (i)  et  (•?.)  aient 
au  moins  un  système  de  solutions  en  A>,  ilb.  Alors,  si  ce  système 
de  solutions  -l>,  itb  est  unique,  à  chaque  système  de  valeurs  A,  B 
solutions  des  équations  (i)  correspond  une  surface  admettant  les 
lignes  a  et  e  pour  lignes  de  courbure.  A2 du2 -\-  B2 dv2  pour  élé- 

ment  linéaire,   -r-j   -~    pour  courbures  principales.   Si   les  équa- 

lions  (i)  et  (2)  admettent  plusieurs  systèmes  de  solutions  en  4>,  iH,, 
A2rf//-+lrf/c-  sera  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'autant  de 
surfaces  admettant  u  et  c  pour  lignes  de  courbure  qu'il  y  a  de  ces 
solutions  -l.,  i)b ;  dans  le  cas  où  A,  B  est  un  système  de  solutions 
des  équations  (i)  et  (a),  la  surface  est  à  courbure  totale  constante. 
\insi,  lorsque  deux  surfaces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre  avec 
conservation  des  lignes  de  courbure,  il  y  a  des  surfaces  à  courbure 
constante  avant  même  représentation  sphérique  que  chacune 
(relies  el  réciproquement . 


—  I  ii  — 

i.  Soil  X  =  o.  Les  courbes  t>=^const.  sont  géodésiques  sur 
les  surfaces  cl  leurs  représentations  sphériques,  -l,|,  =  AJ,  =  o. 
On  a 

—-  =  —-=  [x,  JUVb  ^  —  fx„. 

il  eAo 

L'élimination  de  iii>  conduit  à  L'équation 

0R9  ne  dépendant  (pic  de  u,  on  voit  (pie  \k  doit  être  de  la  forme 

V1U1-+-V2U2-4-U3, 

les  U  n'étant  fonctions  que  de  u,  et  V  de  v.  Si  les  fonctions 
U| ,  U2  sont  distinctes,  la  fonction  JU>  est  déterminée  ;  mais,  si  l'une 
d'elles  est  nulle,  U2  par  exemple,  JU  doit  seulement  satisfaire  à 
l'équation 

Jla  contient  donc  une  constante  arbitraire,  et  l'on  a  les  surfaces 
moulures  de  Bour  (Darboux,  Leçons  sur  la  Théorie  générale 
des  surfaces,  t.  I,  n°  87). 

Supposons  qu'aucune  des  deux  familles  de  lignes  de  courbure 
ne  soit  formée  de  lignes  géodésiques.  Si  les  équations  (1)  et  (2) 
ont  plusieurs  systèmes  de  solutions  en  JU,  iJÏ»,  il  y  a  au  moins  une 
surface  à  courbure  totale  constante  autre  que  la  sphère  conduisant 
à  ces  valeurs  de  \  et  u..  Pour  cette  surface,  les  courbures  princi- 
pales a  et  b  sont  fonctions  l'une  de  l'autre,  et  en  choisissant  con- 
venablement u  et  y,  il  en  est  de  môme  de  A,  B,  eJta,  itè>.  Choisissons 
le  paramètre  de  manière  que 

\=*'v,  [x=/(a)aC. 

Les  valeurs  de  A,  B,  fonctions  de  ce  paramètre,  sont  données 
par  les  équations 

(3)  A"-/(a)A  =  o,         B=A', 

les  accents  indiquant  les  dérivées  par  rapport  à  a.  Et  pour  JU,  \H> 
on  aura,  en  outre,  l'équation 

(3')  Lllfc«— [*-*-/ (a)  «^ +/'(■■)  «21 


—  u;>  - 
Par  li  \  |x>i hèse,  on  .1 

\.\\       \  I    I 
L  el  \  élan  1  des  consla d Les.  I  )  <>ù 

'l,\  1  P, 

P  étanl  une  nouvelle  constante  ;  puis 


(L  VA"-!-  Xi\  ... 


<l  où 

LA'* h-  NX'*=  Pi, 

P{  constant.  On  en  déduit 

P/C«)  +  Pi'=o. 

Ainsi /"(a)  est  une  constante  qu'on  peut  prendre  égale  à   1.  Et, 

d'après   l'équation   (3'),  a  doit   satisfaire  à  une   équation   de  la 

forme 

e2a_  K»6T-««  =  -  «,-h  a*,). 

a  satisfaisant  à  celte  équation,  les  équations 

admettent  bien  les  deux  systèmes  de  solutions  (O.  Boaskt,  Jour- 
nal de  V Ecole  Polytechnique,  année  1867) 

X  =  ea±  Ke-«  il!>  =  e«=p  Kra. 

5.  Les  formules  (3)  et  (3')  définissent  toutes  les  surfaces  non 
de  révolution  pour  lesquelles  les  rayons  de  courbure  principaux 
sont  fonctions  l'un  de  l'autre,  surfaces  de  Weingarten.  Lorsque 
cette  relation  est  de  la  forme 

LRjRs-i-  2M(RiH-  R2)  4-N  =  0, 

1\,,   K2   étant   les  rayons   de  courbure   principaux;    L,  M,  N  des 
constantes,   on   est    conduit,  par  un   calcul   identique   à  celui    du 
numéro  précédent,  à  une  constante  pour  /'(a).  Les  équations  (3) 
xxvi.  10 
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<lc\  iennenl 


A" 


À   =  O. 


B  =  A  . 


en  donnanL  à  celte  constante  la  valeur  i . 

Prenons   d'abord   JU  =  e*  =  ift> ;  a   doit  satisfaire  à    l'équation 

qu'on  sait  intégrer 


e*a  =  — 


On  a 


A  =  Cca+Cic-*,         B  =  G^a— de-a, 


_  =  H1=  Gn-Cte-î*, 


{.,  =  -  =  G 


C,e-**, 


C,  C(  étant  des  constantes  arbitraires.  En  s'appuyant  sur  les  loi- 
mules  de  Rodrigues,  on  en  déduit  facilement  les  formules  de 
\\  eierstrass  pour  les  surfaces  minima,  fjui  correspondent  à  la 
valeur  C  =  o. 

Dans  le  cas  général 

K  étant  une  constante  différente  de  o. 

A  =  CJU  +  GtlJÎ),        B  =A'=  Cifc-hCjcA», 


—  =  Ri  =  G  -+-  Ci  — r- >         y  =  R< 

a  e  l)  o 


C    * 


(Ri  —  C)(R2  —  G)=Cf         ou         C\ab  =  i  Ca  —  i)  (C6  —  i). 

La  courbure  totale  est  constante  pour  G  =  o,  et  pour  C  =  ±C| , 

la  courbure  moyenne  est  constante  et  égale  àp=fl+  b.    Dans 

ce  dernier  cas 

A  =  B  =  aCte», 
ou 

\  =—  B  =  —  2KC,é-«; 

les  surfaces  correspondantes  sont  donc  isothermiques. 

6.  Parmi  les  surfaces  de  Weingarten  se  trouvent  les  hélicoïdes, 
surfaces  engendrées  par  une  courbe  animée  d'un  mouvement  de 
rotation  autour  d'une  droite  et  de  translation  parallèlement  à 
cette  droite,  le  rapport  des  vitesses  dans  les  deux  mouvements 
étant  constant.  Chaque  point  de  la  courbe  génératrice  engendre 
une  hélice;  le^  payons  de  courbure  principaux  de  la  surface  sont 


égaux  le  long  de  celle  hélice,  et,  par  ^n i te,  pour  un  poinl  quel- 
conque de  la  surface,  sonl  fonctions  <l  un  seul  paramètre  (  a);  ne 
plus,  les  sections  principales  de  la  surface  <'n  un  poinl  de  celte 
hélice  font  un  angle  constant  avec  l;|  tangente  à  I  hélice.  De  cette 
dernière  propriété  il  résulte  que  !<•  paramètre  ot  est  une  fonction 
de  pu  ûtp,  />  el  (/  étanl  des  constantes,  u  el  u  les  paramètres  des 
lignes  de  courbure  convenablement  choisis. 

En  effet,  les  hélices  correspondent  au*  valeurs  constantes  du 
paramètre  a;    la   tangente  de  l'angle  qu'elles  font  avec  les  lignes 

de  courbure  est  donc  égalée     -  ,,— f;   d'où   une   équation   de    la 

forme 

ol\,  h-  F<  a)  a,',  -   o. 

Mais,  d'après  les  équations  (3)  du  n"  3, 

<,+/(a)<,  +  /'(a)a'B»=  — .Mi  =  F,(oc). 
De  la  première  on  tire 

(>F(a)  —  u  =  cp(a), 
es  élanl  une  fonction  arbitraire.  D'où 

(pF1-  <?')<- i  =  o,        (pF'-  «>')<+  F('«)  =  o, 

(cF-?')a';,2  +  a;f(cF"-o")  =  o, 
(pF'—  »')<,+ ^(pF"—  cpff)  +  F'(a)<^o. 

Substituant  dans  la  seconde,  on  obtient  une  relation  entre  u  et 
v  qui  doit  se  réduire  à  une  identité.  Les  termes  du  troisième  de- 
gré en  v  sont  contenus  dans  F((cF' —  cp')3  ;  F1  = —  JUili,  n'étant 
pas  nul,  il  faut  que  F'  soit  nul.  Réciproquement  si  u  et  v  étant 
les  paramètres  des  lignes  de  courbure,  les  coefficients  du  ch-  de 
la  surface  sont  fonctions  ôe  pu  -\-  qv,  la  surface  est  un  hélicoïde. 
Ces  propositions,  dues  à  O.  Bonnet,  ont  été  établies  dune  autre 
manière  par  M.   Raffy  (Bulletin  de  la  Société  mathématique, 

'«97)- 

7.  Les  hélicoïde  s  sont  applicables  sur  une  surlace  de  révolu- 
tion, théorème  de  Bour;  mais  ce  ne  sont  pas  les  seules  surfaces 
de  Weingarten   jouissant  de  cette  propriété.   D'après  le  n°  2,  le 


—    HK   — 

ds1  de  ces  mu  laces  esl  de  la  forme 

\*(du*  ;   g*dv*), 
g2  a\ ant  L'une  des  valeurs 

//-    cos2(  /////  -+-  />  )  n-  u~ 

m'1    co$-(nv  -4-  q)  cos2(nv  -+-  q) 

Pour  que  u,  v  soient  les  paramètres  des  Lignes  de  courbure,  il 
faut  que  les  équations  suivantes  soient  compatibles  : 

A'g'v  _  -K  A>  +  A    ,       ^ 

Ag   '  '   Ub  '  A        8u        A,  ' 

X\^>  —  m*  g -h  2 —  rn*  g* -h  (J—j  (n2-+-  ni*-gi)g  =  L. 

De  ces  équations  on  déduit  en  premier  lieu  que  <Jl>,  il!>  sont  fonc- 
tions de  g.  En  effet,  par  élimination  de  ilîi,  on  a 

<&>'<,=AU,  *MéV,        -K  =  f(g,  <&>)g'u, 

d'où,  en  égalant  la  dérivée  par  rapport  à  u  de  la  première  expres- 
sion à  la  dérivée  par  rapport  à  ç  de  la  seconde, 

(f-A)^+{nr+f[xA-Ag-f[AJ)g'ug'v=o. 

Mais  gg"Uif  =  g'ugv  ;  et  l'équation  précédente  détermine  do  en  fonc- 
tion de  g. 

Faisant  do  et  iiî»  fonctions  de  g  dans  les  équations  du  problème, 

il  vient 

_A^  =  çV  A  +>A'  =  iil/ 

A  a-  "   VU  '  A  '    ol>  ' 

d'où 

\  \  g 

,.._.;  i^  ai  l  =  ,,2  (*^a-)'+  *,  (£  , . 

\        A#  A       /  \^g/ 

Ainsi  on  a  pour -7-  une  équation  du  troisième  ordre;  les   sur- 

faces  correspondantes  sont  isothermiques  et  les  rayons  de  cour- 
bure sont  fonctions  l'un  de  l'autre,  en  considérant  //  et  v  comme 
les  paramètres  des  Lignes  de  courbure. 
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<S.  Nous  dirons  qu'un  système  de  coordonnées  curvilignes  sur 
«me  surface  esl  isométrique  lorsqu  en  choisissant  convenablemenl 
les  paramètres  <!<•  ces  courbes,  les  coefficients  du  <7v-  de  la  surface 
sont  fonctions  d  un  paramètre)  el  qu'une  surface  esl  isométrique 
lorsque  les  lignes  de  courbure  (ormeronl  un  système  isométrique, 
réservanl  le  terme  isothermique  pour  le  <;is  où  les  coefficients 
de  du2  el  d\-  sonl  égaux . 

Kiani  donnée  une  surface  isométrique,  il  y  eu  a  une  infinité 
d'autres  ayanl  même  représentation  sphérique.  Elles  sonl  données 

par  les  équations 

V  w 

a  étant  une  fonction  telle  que  les  <''<|u;iii<>ns  déterminant  la  repré- 
sentation sphérique  soient  compatibles  : 

XM\>  =  -  -lT(«)<_^/(aK. 

Nous  écartons  les   surfaces  de   révolution.  On   peut   supposer 

»(a)  =  i  ;  alors 

A"— /(a)A  =  <».         B  =   \  . 

A  =  dAiH-  C2A2,         15  =  GiAl  +  CA;; 

Ci,  Co  constantes  arbitraires  et  A,,  A2  solutions  particulières  li- 
néairement distinctes  de  l'équation  A"  —  /"(a)  A  =  o. 

Si  eAo  et  i)ï>  sont  des  fonctions  de  a,  on  peut  prendre  JU  pour  A,  ; 
le  groupe  de  surfaces  est  formé  des  surfaces  homothétiques  et 
parallèles  à  l'une  d'elles  et  de  sphères  ;  on  a  les  surfaces  de  Wein- 
garten. 

Pour  qu'il  y  ail  des  surfaces  isothermiques,  il  faut  que /"(  r)  soit 
égal  à  ±i;  alors  Ai  =  eoe,  A2  =  €~a,  les  valeurs  correspondantes 
de  B  sont  A,  et  —  A2,  en  supposant  /(cl)  =  i .  Les  surfaces  dont 
les  éléments  linéaires  sont  e2a(du2  -f-  dv2),  e~2ct(du2 -\- dv2)  ont 
même  représentation  sphérique,  et  la  correspondance  établie 
réalise  une  représentation  conforme  de  l'une  sur  l'autre.  Nous 
aurons  le  théorème  de  Christoifel  en  montrant  qu'il  n'y  a  pas 
d'autre  couple  de  surfaces,  les  surfaces  minima  étant  écartées, 
jouissant  de  cette  double  propriété.  Prenons  pour  variables  u.  c. 


-  i:>i)  — 


les  paramètres  <l<'s  lignes  de  courbure  de  l'une  des  surfaces;  les 
lignes  correspondantes  sur  l'autre  surface  sont  rectangulaires  et, 
puisque  leurs  représentations  sphériques  sont  rectangulaires,  elles 
sont,  lignes  de  courbure,  attendu  que  la  surface  n'est  pas  minima 
(n°  3).  Les  ds-  des  surfaces  élant 

Vdu*-+-  B*dv*,        A]du*  +  \V\((^. 


Ai=-hXA,         B,  =  ±  /  B, 


on  a  donc 

A', 
B 

A',„ 

T*7' 

B'„ 
A 

A, 

d'où 


ou 


\\K--\\'V+-  kVVi         iria  =  ±(XB'„+BV„); 

faisant  l'hypothèse  B,  =  —  XB,  il  vient 

A*a  =  ip(tt),         B*a  =  »|»(v), 

après  avoir  intégré.  Par  un  choix  convenable  de  u  et  de  e,  on  aura 
donc  A2=B2. 


9.   Si  parmi  les  surfaces  satisfaisant  aux  équations 

ix,  JUI!>  —  —  Vv  —  ;j.n, 


K 

B 


1  ' 


2» 

A 


^ 
<& 


il  y  en  a  d'isothermiques,  elles  doivent  admettre  en  A,  B  un  sys- 
tème de  solutions  de  la  forme  A  =  ev<U,  B  =  ev« V,  U,  V  ne  dé- 
pendant respectivement  que  de  u ,  v\  on  aura  donc 


V    , 


d'où,  pour  déterminer  U  et  V,  l'équation 


à      V         d      tl 

à7i    Tî  ~~~~  dïlxV 


Soit  X  =  v^,  ul  =  y/a.  On  aura  d'abord  les  surfaces  isothermiques 

A  =  B  =  ev,  A  =  — B  =  e~v.  Pour  trouver  les  autres,  s'il  y  en  a, 

•il  i  i 

il  viendra  en  posant  yr?  =  #,  r-,  =iy, 


a? 


.;;',(,/■  _j)_  >,;-»-  •/,  =  o, 


>  > 


1  X 


\fl»~ 


A  =  e  v>  —^  > 

\J  x 


7T 
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les  signes  supérieurs  h  Inférieurs  se  correspondant.  Soil 

on  peul  prendre,  //  éiani  une  coiisiante  arbitraire, 

x      f(u)      h       jL,       .,       /,(p)   .   /,       N',-        e  ^=(XJ    '-&  ) 


\  i   h  /r 


ou 


\  '     ./'(  m)     a      ^,        s/ y  -  /il  »•)     /'  -  y> 


g      V,    -. 


1        jj 

y/y        /£ 


Supposons  oRo  =  \ii>  =  [/'(m)  — f\  (^)]a;  les  rayons  de  courbure 
principaux  de  la  surface  dont  l<;  carré  <1<:  l'élément  linéaire  est 


(i) 
sont 


I         \2* 


/iH-/t         /-h  A 


>] 


(/l-hA)a(/-+-A)a+l,      (/1  + A)«+»(/-f- A)*" 


Or  on  connaît  les  valeurs  possibles  pour  a,  f(u),  f\  (v). 

Posons /(  w)  =  p, /,  (c)=  p,  ;  la  courbure  (/c)  de  l'expression 

(p-p.>'-(-n---ït7 


est  donnée  par  l'équation 

2#  2(R—   K,) 


R'+R'i 


a  (?_pi)2+2a         (p__pi)i+2a 

On  en  conclut,  si  k  est  constant,  ou  une  fonction  de  p,  p,  qui 
devient  une  fonction  holomorphe  de  p  lorsqu'on  remplace  p,  par  p 
(laissé  indéterminé),  que  l'exposant  a  ne  peut  prendre  que  les 
valeurs  ^  et  —  i .  Pour  k  constant  et 


a=|,         R  =  un-  /ip  +jop2-h  #p3,         Ri=  w-h  wpi  +  jopf -t-^pf, 


et 


1  k  =-q 

(1  )  uîboux,  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces,  IIIe  Partie,  p.  238) 
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Pour  k  constant  et  a  =.-.  —  i ,  on  a 

H  =  m  -h  n  p  -t-  p  p'2,         I»  !  -  m)+  npi -+-  p p  j 

et 

A  =  /m  —  /// . 

Les  expressions  (i)  et  (a)  deviennent 

,^      /_j '  ygr  d?* m_i 

VPi  +  a     Ph-a;     l.R(p -+-*)■     (pi-+-/02M 

' _j 

(p1-H/t)a(?  =h  A)**1'  (  p i  -t-  //)a+l(p  +  A)a" 

Pour  a  = —  i ,  les  lignes  de  eourburc  sont  des  cercles  ;  on   a  donc 
des  cyclides  de  Dupin. 

Pour  a  =.3,  les  lignes  asj m pto tiques  ont  une  courbure  nulle 
[voir  mon  Mémoire  Sur  la  théorie  des  surfaces  [Annales  de 
l} Ecole  Normale,  1897)];  par  suite,  les  surfaces  sont  du  second 
degré.  Toutes  ces  surfaces  ont  même  représentation  sphérique, 
dans  l'un  et  l'autre  cas. 

40.  Ce  qui  précède  permet  de  simplifier  notablement  la  démons- 
tration du  théorème  de  Lamé  sur  les  systèmes  triples,  orthogonaux 

et  isothermes.  Soit 

k*dt*-h  B2d«24-C2^P2 

le  carré  de  l'élément  linéaire  de  l'espace;  la  surface  v  r=  const.  a 
pour  équation 

[voir  le  Mémoire  cité  plus  haut).  Donc  les  valeurs  de  d,,   \iï>  pour 

A'  ]>', 

cette  surface  sont  —  -~ ,   —  —-;  d'où  l'on  déduit  les  six  équations 

différentielles  entre  A,  B,  C.  Soient 

\  =  (f  -  u)*(v  —  t)*^,         B  =  (u  —  v)y-{t  —  uyj-y: 
G  =  (r—  *)«(«  —  n"^; 
il  vient  pour  la  surface  v  =  const.  : 

I  /  —  k)*V  a(  /  —  u  >*V 

-  t    =  —    2   —~ ,  ll\) 


{((  —  v)*(v  —  l)T  (  m  —  v)  (  i'  —  /  )7- 1 

I  ,  U,  \   sonl  respectivemenl  des  fonctions  de  /,  //,  v. 
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Le  carré  de  lYlémenl    de  la   représentation  sphérique  a  donc 
pour  <v\ pression 

Il  en  résulte  d'abord  y.      .',-  ou  a  =  — i. 

Pour  y.       \.  on  <loii  pouvoir  satisfaire  aui  équations 

\  V2 

=  P>  777. 7\  =Pt» 


Il  cl  H,  ayant  les  valeurs  suivantes  : 

m  4-  n  p  -i-/>p2  —  4  ?3,         "'  4-  /i  pi  4-/>pf  —  i  pj  ; 

on  en  déduit 

i  V*  j_  V* 

T*  ==  i6(i>  — *)3R'         U2  "     "  i6(i«  — p)»Ri" 

Remplaçant  o  etp,  parleurs  valeurs,  on  voit  que  T2  et  U2  doivent 
être  des  polynômes  du  troisième  degré  à  coefficients  égaux  et 
par  symétrie  il  en  est  de  même  de  V2.  Réciproquement,  si  T2,  U2, 
V2  sont  des  polynômes  du  troisième  degré  à  coefficients  égaux, 
il  viendra 

R==_4pi-(v«yP»-|(V«)rv»p-g:^(v«)"rv*, 

qui  est  bien  de  la  forme  voulue. 

Pour  <x=  —  i ,  on  doit  pouvoir  satisfaire  aux  équations 

r  f  dr-  rfp3 

-7T  =  Pu         r: rrr^FT,  =  -et  > 


V(£  — v;       l'  V(w  —  v)       '  "         (*  —  p)*T2         R 

du2                    dp*  _                                B                                                      . 

(m  — p)HJ*  = R  '  R  =  ™  +  «p-+-i>?2,        Ri  =  m+n-»p4-4-/>p}; 

on  en  déduit 


i  ii 

Fâ  '  "   \7TT7~  fî9  ' 


d'où 

/<  =  p  =  o. 
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{  -.  Y-,  T-   sont  des  constantes  el  l'on  a 

T2=  w\  '.         U2  =  — (mH-i)V2,        T2 ■+■  U2 ■+- V2  =  o 

(I)arboux,  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux,  t.  1,  n"  loi). 

11.  Dans  tous  les  cas,  si  les  familles  d'un  système  triple  ortho- 
gonal sont  isothermes,  on  peut  poser 

A2=Q?-Qi,        B2=Q!Q2,       C2=Q*QÎ, 

les  fonctions  Q,  Q{,  Q2  étant  indépendantes  respectivement  de  t, 
il,  v.  Aucune  des  fonctions  Q  ne  peut  être  nulle;  dans  le  cas  où 
leurs  dérivées  premières  sont  aussi  différentes  de  or  où  par  con- 
séquent Q  dépend  effectivement  de  u,  e,  Q<  de  t  et  de  v,  Q2  de  t 
et  de  u,  le  carré  de  l'élément  linéaire  de  l'espace  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

et,  par  conséquent,  l'analyse  du  numéro  précédent  termine  com- 
plètement la  solution.  Posons 

Q  =  et,         Q,  =  e'/i,         Q2  =  e'h  ; 

on  a  toujours  les  équations  suivantes,  qui  se  réduisent  à  deux  : 

<ïiuq\v=q'ïuq'v  -+-q\vqui 
q'ztç'v  =  q'u  q\v+-q»  q'u* 
q'u  q\t=  q'u  q\t-^q'uq\n* 
q'uq'wq'u  -*-  q'%uq'vq\t  —  °- 

Si  l'une  des  dérivées  q1  est  nulle,  soit  y'2B  =  o  par  exemple.  Les 
équations  précédentes  donnent  q\uq'u  =  o.  L'hypothèse  q\v=o 
est  traitée  complètement  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut.  L'hypo- 
thèse q'u=  o,  conduit,  par  la  permutation  de  /  et  de  u,  à  la  forme 
suivante  de  l'élément  linéaire  de  l'espace 

U2V2  rff2H-Q2(rfa2+<fr2), 

U  étant  une  fonction  de  //,  V  de  v  el  Q  une  fonction  de  u  el  de  v. 


On  a,  entre  les  fonctions  l  .  \  ,  Q,  les  quatre  équations 

i  \  ii'  \  ' 

i   (,;      \  {)«-    ,i   VQ' 

y  vq;    i  'VQ'«       uffVQ     uvffQ 

t?»/Q       d»/Q 

du  r^2 

(  )ii  en  déduit 


=  o. 


UV-J- VU"  =  o,         l  KMJ,        Vff=K2V, 

l\-  étant  une  constante.  Puis 

V'*=  K2V24-  Ki,  U'a  =—  K2U2  +  K2, 
(K,U2-+-  K2V2)Q;,  =  K,UU'Q,        |  KtU^H-KaV^Q^KVV'Q, 


Q^y/t^K^n-I^V2). 
Posan t  lv3  k ,  \J-  =  p ,  K 3  K 2  V-  ==  —  p1 ,  on  au ra 

7      ,  /  /^P2  <^Pl\ 

pp1^H_(p_pl)^_JL___±ij 

pour  expression  de  l'élément  linéaire.  Les  surfaces  correspondant 
aux  valeurs  constantes  de  t  sont  des  plans.  Par  suite,  R  et  R, 
(d'après  le  n°  9)  sont  des  polynômes  à  coefficients  égaux  du  se- 
cond degré.  Substituant  dans  les  équations  différentielles,  on  voit, 
en  outre,  que  le  terme  constant  doit  être  nul.  Ainsi 

R  =  ap*H-6p,         Ri=apf-h6p, 

(Dàrboox,  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux,  n"  loi). 

12.  Les  formules  d'Olinde  Rodrigues  et  celles  du  n°  3  subsis- 
tent pour  les  surfaces  de  l'espace  à  n  dimensions  lorsque  les 
lignes  de  courbure  sont  coordonnées. 

Supposons  x,  y,  s,  w  fonctions  des  paramètres  t,  u,  v  des 
lignes  de  courbure  et  prenons  pour  axes  des  Ç,  t,,  Ç,  io  les  tan- 
gentes aux  lignes  de  courbure  et  la  normale  à  la  surface.  /,  ni,  n,  p 
étant  les  cosinus  des  angles  de  cette  normale  avec  les  axes,  on  a 

(  l-  -+■  m2  ■+■  n-  -h//2  =  o,  lx\  -h  niy't  -+-  nz't  -h  p  w\  —  o, 

(  lx'n  ■-  my'u  ■+-  //  z'u  -+-pw'n  =  o,         lic'v  ■+■  my'v  -+■  ai-,',  -\- pw\  —  o, 
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puis 

x'tn'u  H-  y'tfu  ■+■  z't  z'u  ■+■  w't  **>u  =  o,  a^a^-f- =  o, 

•'«■'■*-+- =  o,  /#£„  ■+■  my"uv->r  nz"uv-+-pwnuv  =  o, 

(2)      /atf,  -f- =  0,  lx"tu  -+- =0, 

£=  A*H- jj2-+-...,  7,  =  13  w  H-  Y)  2  +. . .,  Ç  =  C^  +  ^+..., 

to  =  l(aC"  +  &V  h-  CÇ2)  +  W3  +  . . . f 
en  posant 


«A2  =  /^;2n-  mj^-f-  nz"r_  +  pw"r_,       bH*  =  /.r,'^  +  ...,        cC2  =  /^2  +  ..., 

En  dérivant  les  équations  (1)  par  rapport  à  /,  et  tenant  compte 
des  équations  (2),  il  vient 

II',     -h  mm't  -h  nn't    -h  pp't      =  o, 
#'/  *'/  ■+■  f't  ™>'t  "+-  ~  *  n't  -+-  w'tp't    =  —  A2  a , 
x'u  l't  -+-  y'u  »l't  -+-  z'u  n't  +  w«  /?i  =  o, 
x'vl't-\- =  0. 


Multipliant  la  première  de  ces  dernières  équations  par  /,  la  se- 
conde par  -r|,  la  troisième  par  ~,  la  quatrième  par  ^>ona 

Vt  -+-  ax\  =  o, 
/2+  ^  +  ^j  +  |£  étant  égal  à  1. 


De  même 

iWfH-ay}  =  o,        rai  +  a*',  =  o.        ^  +  «^  =  0. 

On  a  donc 

/',2  -+-  m?  ■+■  fi'r-^p'r  =  A2  a2  =  JU», 
Q+rri*+n*+p'u*  =  B262  =  ni,2, 

/;,2  -h  /»;,2  +  /*;2  -+-/>i,2  =  C2c2  =  c--\ 

-\ ..-  r/^2  -f-  itè>2  du'1  -f-  &'2 dv2  représente   le  carré  de  l'élément  de 
ce  qu'on  peul  appeler  la  représentation  sphérique  de  la  surface. 
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Dérivan t3  par rapporl  .1  // ,  les  valeurs  de    U,   \ .  il  vienl 

VAÎ4         ,-),,„       y>ty»Ui    :    ,\,ln    \    «;',<„ 
1    '■,',        ' ,  !,,,         ;    Pi  PÏu- 

Mais  de  l'u   t    bx\       o,  on  tire 

/;„       h.rln    :    b'tx'u     -o; 
(I  où  I  on  (I ('m In  il 

\    \  '„  —  -+-  ab ( ■>', .r,',t  -h.  . .  )  —  -\-  ah  A \\, . 


\  1 1 1  > 


si 


AL     =  C'u  :  :  B'  B,         Ci  "  +  "  ":  A  '         A;      :  A;   :  =  G 

Ces  équations  différentielles  pour  rire  compatibles  exigent  les 
conditions 

a; y     Aie;  /!^Y-  B!  x;        /G«Y-  Çièa-n 

B7„'GB~0'  ^G"A":ÂG'  \B/t       a      B    ~°' 

lorsqu'on  considère  les  fonctions  do,  \lî>,  G  comme  inconnues;  on 
a  évidemment  les  relations  analogues  en  4>,  iil),  G;  elles  sont  iden- 
tiques à  trois  des  six  relations  indiquées  dans  le  n"  10  de  mon  Mé- 
moire de  1897.  Ainsi  <&>2  dt2 -}-\\\y2  du- -\- B  dv2  représentant  \e 
carré  de  l'élément  linéaire  de  la  sphère,  les  six  équations  écrites 
plus  haut  donneront  les  coefficients  de  l'élément  linéaire  des  sur- 
faces admettant  la  représentation  sphérique  donnée. 

13.     Les    équations    des    lignes    géodésiques    de    la     surface 

f(x,  y,  s,  w)  =  o  peuvent  s'écrire 

XL      y  -  fl  -  -  ™L  —  * 

Jx         ./ *  Jz  Jw 

avec  les  conditions 

xi  +y*  +  ~'2  4-  ip'»  =  1.     />'  +/ry  +/^'+/;,^'  =  o, 

l'arc  s  de  la  courbe  élant  la  variable  indépendante.  Dérivant  la 
dernière  équation,  il  vient,  pour  déterminer  A, 
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En  un  point  ordinaire,  l'équation  de  la  surface  peut  s'écrire,  en 
prenant  pour  axe  des  w  la  normale, 

w  —  w>2  -4-  cp3  -+-. .  .H-  wn  -h. . . , 

tt>/j  étant  une  fonction  homogène  de  degré  n  de  .r,y,  ^,  et  l'on 
pourra  supposer  w2  =  |  (« oc-  H-  6^2  -f-  es2) ,  en  prenant  pour  axes 
les  directions  principales  de  la  surface,  qu'elle  ait  ou  non  des 
lignes  de  courbure  coordonnées.  Les  équations  des  lignes  géodé- 
siques  deviennent 

x"  y"  z"  w"    _  , 


w2x-h...        w2y  +  ...        wi2^-...        —  I 
/dwy-       /divy       / dw 


x[i- 


Soient 


,    d   dw  ,  d    dw  ,   d  dw 

ds  d.r  ds   dy         '   ds   dz 


x  —  ax  +  a.2A'2+---+5',(i"+. 
y  =  fis  H-  (32S2  -+. .  .  .  -h  $ns»  -+- . 
Z  =  f  S -h  70  S-  ■+■  .  .  .  -h  Y,j  .5"  -h  . 


les  équations  d'une  ligne  géodésique  passant   par    l'origine  ;    on 


a  u  ra 


par  suite, 


<Z2  +  (32  -h  Y2  =   I, 

X  =—  2(Pî(a,  f,Y)H-..., 
a?"  =  —  2 *  tv2 ( a,  p,  y  )  tv2a  +•  •  •  i 

x  =  txs  —  |-s3tv2(tt,  (3,  y)  W2a-4-.  •  -, 

j  =  p*— {*8w2(«,  p,  y)  «»ip -+--.-, 

w  =  s2  w2(a,  p,  y)  +  •  •  •  > 

5  restant  constant,  donnons  à  a,   [3,  y  les  accroissements   infini 
ment  petits  oa,  8{î,  oy,  satisfaisant  à  la  condition 

a  oa  +  P  o(3  -+-  y  §Y  =  °  ' 
on  trouvera 

3^2  ^  tyi  H_  5-2  +  8„,a  _  S8(8a2   +  ^2  +  r>(2) 
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Le  coefficient  de  s4  n<'  reste  conslanl  ><>us  la  seule  condition 
oa-  H-  o[j'-'  |-  oy-  constanl ,  amsi  que  s,  que  si  wa  esi  un  carré  par 
fait,  auquel  cas  il  est  nul  ou  si  wa  a(a?a  -\- y2  -\  s2).  Ainsi,  pour 
qu'un  triangle  géodésique  puisse  être  déplacé  sur  la  surface  sans 
déformation,  il  faul  <|ne  les  courbures  principales  <le  la  surface  en 
un  poinl  quelconque  soient  «'-aies  à  une  même  constante,  et,  par 
suite,  la  surface  est  une  sphère,  puisque  les  formules  d'Olinde 
Rodrigues  subsistent;  si,  en  outre,  un  triangle  géodésique  reste 
semblable  à  lui-même  quand  <>n  réduil  ses  côtés  dans  un  rapport 
eonsiani,  la  surface  est  applicable  sur  l'espace  euclidien  à  trois 
dimensions. 


THÉORIE     DES    ATOM  ES     ('); 
Par  M.  H.    Duport. 

Dans  ma  dernière  Note  sur  la  Théorie  des  atomes,  j'ai  fait  voir 
que  l'on  est  pour  ainsi  dire  conduit  à  admettre  que  les  atomes  sont 
sphériques.  J'ai  ensuite  développé  la  principale  hypothèse  que 
l'on  puisse  faire  dans  ce  cas  sur  les  actions  mutuelles  de  deux 
atomes.  Elle  conduit  à  la  détermination  suivante  de  ces  actions 
mutuelles. 

Soient  /'  la  distance  des  centres  des  deux  atomes;  to  la  rotation 
relative  de  l'un  des  atomes  par  rapport  à  l'autre  ;  f(r,  «)  une  fonc- 
tion convenable  de  ces  deux  quantités;  0'#,  Ojk,  0.3  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  fixes;  G  le  centre  du  premier  atome; 
O  celui  du  second;  «,  b,  c  les  coordonnées  de  G;  a\  b\  c'  celles 
de  G'. 

On  a 

r  =  -+-  vV—  «)'2  +  (V—  6)2+  {c'—cf- . 

Soient/?,  q,  s  les  projections  de  la  rotation  du  premier  atome; 
//,  c/',  s'  celles  de  la  rotation  du  second.  On  a 


<<> 


+  v/(/>'-/>)2  +  (<7'-<7)2-M*'-s)- 


(')  Voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XXIV,  p.  102. 
197,  et  t.  XXV,  p    is~>. 
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L'action  <lu  second  atome  sur  le  premier  donne  lieu  à  une  force 
appliquée  au  point  (1  el  à  un  couple. 

Soient  U,  V,  W  les  projections  de  la  force;  I*,  Q,  \\  colles  du 
moment  cl  u  couple.  On  ;i 

do        do  a  —  a'  do        do    /> — // 

da        dr        r  <)/>        duj        w 

do        do  h  —  b'  ,         do        do   g  —  g' 

db        dr        r  <)(j        dm        w 

do        do  e —  c'             ^        do        do   s  —  s' 
W  =  -5I  =  jt ,  R  -  j'-  =  jL 

0c  c'/-         r  (/S  OOi        11) 

L'action  du  premier  atome  sur  le  second  donne  lieu  à  une  force 
appliquée  au  point  O  et  à  un  couple. 

Soient  U;,  V7,  W  les  projections  de  la  force;  P',  Q',  R'  celles 
du  moment  du  couple.  On  a 

TT,  _    do        do  a' — a  _   do     _  do    p' — p 

da'        dr        r  dp'        doj        to 

y>_   d<?  _  <*<?  b'—b^  Q,  =  do  _  do   g'— g 

db'        dr         r  dq  dm        tù 

XXT,        do        do  c' — c  do         do   s' — s 

W    =■—  =  —'-■  ,  U  =  -  ',   =  — ' 

de         dr        r  ds  t/co       tu 

Considérons  maintenant  un  système  quelconque  d'atomes. 
Soient  M,,  M2,  ...,  MH  leurs  centres;   a/,  &/,  ct  les  coordon- 
nées de  M,-;  ONn  ON2,  .  .  . ,  ON„  leurs  vitesses  de  rotation. 
On  aura,  pour  i^j,  les  équations 

/'=«  i=n 

m.  d'a''  —  V  dJLL  ai—aJ}  dPi  _  y  ^u_  Pi  —  Pj 

dt'1          jLd  df'ij        rtj  '  dt         Jmd  du>ij       tu// 

7  =  1  /  =  ! 


m, 
dt 


«2  &/  _  V  «tyfy  bj  —  bj  cl  g,     _  yi   dou    g,  —  g; 


^-*  dr/y         ry  l  l    dl  Jmà    0ti)/v         Wy 

7=1  7=1 

7  =  «  ;=  n 

<3?2C/   __    ^     0"©,y  C/  —  C/  flfej       _    ^     dOjj     Si  —  Sj 


«^    '  ~  2d  dri'j      rij  {Xi  TlJ    ~  2d  d\ô~j      to  ,7 


7  =  1  /=1 


Dans  ces  équations,  77?/  désigne  la  masse  de  l'atome  de  rang  i\ 
y-i  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  de  ses  diamètres. 

Je  vais   faire  voir  que  Ton  peut  disposer  de  la  fonction  cd,  de 
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Façon  à  donner  à  un  groupe  d'atomes  une  propriété  très  curieuse, 
relie  de  posséder  «les  positions  <l  équilibre  dépendant  «I  une  quan 
lité  arbil  rai  re . 

Quelle  <|ne  soil  la  fonolion  cp,  La  délerininalion  «les  positions 
d  équilibre  ne  fixe  pas  dans  l'espace  la  position  (!<•>  figures  M,, 

M2,  ...,  .\l„,  \,,  N  , \  „  qui  sont  séparément  déterminées 

en  tant  que  systèmes  de  points.  Cela  posé,  admettons  que  le  quo- 

dv      <)~ï        ■  ..  .  ,     (d     . 

lient      '    *      '     soil    une    lonehon    de     ■  ■>    la    même    noue    un    groupe 
Or        0(0  /■  '  ni 

quelconque  de  deux  atomes;  je  dis  qu'il  existera  des  positions 
d'équilibre  pour  le  système,  quelle  que  soil  la  valeur  k  du  rap- 
port       (jui    sera   le   même   pour    un    groupe    quelconque   de    deu\ 

atomes. 

Remarquons,  en  effet,  que  les  équations  d'équilibre  d'un  sys- 
tème d'atomes  expriment  que  les  points  M  i ,  M2,  .  .  • ,  M,/  son!  en 
équilibre  sous  l'action  des  forces  --  appliquées  suivant  les  droites 

qui  les  joignent  deux  à  deux,  et  que  les  points  \,,  \2,  ...,  \„  sont 

en   équilibre   sous   L'action   des  forces—1-  appliquées  suivant  les 

droites  qui  les  joignent.  Donc  L'équilibre  aura  encore  lieu  si  le 
système  N(,  No,  •  •  -,  Nw  est  transporté  dans  l'e?pace  comme  un 
système  invariable.  Or,  si  la  figure  l\\,  N2,  .  .  . ,  Nn  est  suppos 
semblable  à  la  figure  M,,  j\J2,  •••,  M„,  on  peut  transporter  la 
première  de  façon  à  faire  coïncider  les  droites  ON, ,  Oi\2,  . .  .,  (  )\,7 
respectivement  avec  OM|,  OM2,  ...,  OM«.  Dès  lors,  les  rapports 


m-  Pj      ?/  —  aJ      :sv- 


'•j 


•  j 


sont  égaux  aux  rapports 


ai—  ft 


i.i 


bi  —  bj        rl~rl 

> 


'  / 


'./ 


et,  par  suite,  les  équations  d'équilibre  des  points  \ , ,  Y, Y 

sont  identiques  à  celles  des  points  M,,M2,  ...,  Mn  et  l'on  a,  quel 

que  soit  le  rapport   k=  —  i  autant  d'équations  que  d'inconnues 

pour  déterminer  ces  positions  d'équilibre 

X  X  VI . 


(  J 
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Nous  considérerons  donc  que  la  fonction  »  satisfait  â  l'équation 


Oi 


Ou 


r  =  •/(; 


f(  -  )  étant  fa  même  fonction  pour  un  groupe  de  deux  atomes; 
on  en  tire,  par  un  calcul  facile,  (|uc  l  on  a 

(I>  (  --  )  étant  la  même  fonction  pour  un  groupe  de  deux  atomes. 

Considérons   maintenant  une  position   d'équilibre  du   système 

correspondant  à  une  certaine  valeur  À  du  rapport 

Si,  le  système  restant  semblable  à  lui-même,  nous  supposons 
que  la  distance  r  de  deux  atomes  devienne 


;•   =2 


<P(kr) 


/.'étant  la  nouvelle    valeur    -   du  rapporl   -,  on  voit  que  l'équi- 
libre aura  encore  lieu. 

Ces  propriétés  offrent  une  analogie  remarquable  avec  le  phéno- 
mène de  la  dilatation  du  corps  par  la  chaleur  :  le  rapport  —  jouerait 

le  rôle  d'une  fonction  de  la  température. 

Différentes  raisons  font  que  je  ne  crois  pas  que  Ton  puisse 
considérer  avoir  là  l'explication  exacte  de  la  dilatation  des  corps 
par  la  chaleur.  J'ai  voulu  simplement  montrer,  par  cet  exemple, 
les  ressources  que  présente,  au  point  de  vue  de  l'explication  des 
phénomènes  physiques,  l'existence  d'atomes  qui  ne  sont  plus  assi- 
milés à  des  points  sans  dimensions,  et  dans  le  mouvement  et  l'é- 
quilibre desquels  la  rotation  de  ces  atomes  joue,  par  conséquent. 


un  grand  rôle 
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SUR  LA  STABILITÉ  DE  L  ÉQUILIBRE; 

Par   M.   L.   I  j.<  ouni  . 

(  )n  sait  depuis  longtemps  que  l'introduction  <!<■  liaisons  nou- 
velles esl  susceptible  de  détruire  la  stabilité  de  certains  mouve- 
ments. C1esl  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  les  mouvements 
b  \  t<>^<'<>|ïî(jii*>^.  I);ms  une  Note  communiquée  le  3  mars  1897  à  la 
Société  mathématique,  M.  Andrade  a  fail  remarquer  que  la  même 
chose  peul  arriver  pour  l'équilibre  statique  d'un  point  sollicité 
par  des  forces  <|in  n'admettent  pas  de  potentiel.  Mais  il  n'a  pas 
établi  la  vérité  de  son  assertion.  Il  s'esl  borné,  en  effet,  à  montrer, 
par  un  exemple  d'ailleurs  intéressant,  que  deux  forces  agissant 
séparémenl  sur  un  même  poinl  matériel,  peuvent  laisser  chacune 
ce  poinl  dans  mi  état  d'équilibre  stable  sans  que  leur  résultante 
jouisse  de  la  même  propriété.  Les  forces  considérées  dans  cet 
exemple  sont  des  fonctions  de  point,  indépendantes  l'une  de 
l'autre  :  on  ne  peut  rien  on  conclue*;  pour  Je  cas,  tout  différent, 
où  Tune  des  deux  forces  résulte  de  l'introduction  d'une  liaison. 

Je  me  propose  de  prouver  ici  qu'effectivement,  lorsqu'un  poinl 
esl  en  équilibre  statique  sous  l'action  de  forces  qui  n'admettent 
pas  de  potentiel,  l'introduction  de  liaisons  nouvelles  peut  détruire 
la  stabilité,  bien  loin  de  Ja  renforcer.  AJais  avant  d'en  arriver  là, 
je  dois  éludier  avec  quelque  détail  les  conditions  de  stabilité 
(I  nu  point  entièrement  libre,  sollicité  par  des  forces  sans  poten- 
tiel. 

Considérons  un  point  matériel  de  masse  égal?  à  l'unité,  et  sup- 
posons que  la  force  agissant  sur  ce  point  ait  pour  composantes, 
parallèlement  à  trois  axes  rectangulaires,  les  quantités 

/    \  —  ///  c  a  y    +  p  z. 

(i  )  Y  =  ni  x  -+-  n'y  — //-, 

'   /  =  ni" x  h-  n" y  -hp" z. 

L'origine  est  une  position  d'équilibre  ;  quelles  relations  doivent 
exister  entre  les  neuf  coefficients  constants  ///,  //,  /;.  ...  pour  que 
l'équilibre  soit  stable?  Remarquons  dès  à  présent  que  le  problème 
ainsi  posé  présente  un  assez  haut  degré  de  généralité,  car,  quelle 
que  soit  la  force  agissante,  ses  composantes,  dans  le  voisinage  de 


t  il 


la  position  d'équilibre,  peuvent,  au  point  de  vue  de  la  recherche 
de  la  stabilité,  cire  considérées  comme  des  fonctions  linéaires  el 
homogènes  des  coordonnées,  ces  coordonnées  pouvant  être  rendues 
aussi  pel i tes  qu'on  le  seul . 

\j's  équations  différentielles  du  mouvement  soril 

—      -  m.,-  \-  ny      i>z. 


On  satisfait  à  ces  équations  en  posant 

el  assujettissant  les  quatre  constantes  C»,  Cg,  C:J,  u  à  vérifier  les 
trois  reJal ions 


'  m  -    (<>-  )C\  nC-2 

m' Ci  -+-  t  //'  —  co2  |C2 


/;C:.  —  o. 

p'Cz  —  <>. 


Pour   que   Cf,    C2,    C3    ne   soient   pas   simultanément  nuls,   ce 
qui  supprimerait  tout  mouvement,  il  faut  que  l'inconnue  (•>  vérifie 

l  équal  ion 

m        o>-  i)  p 

m'  il'  —  (o-  p' 

///  n  j,  —  10- 


— :    O. 


Celle   équation  donne  pour  w  six  valeurs,   deux  à  deux   égales 
et  de  signes  contraires.   Pour  chaque  valeur  de  to-,  les   rapports 

Q  C  ■ 

~  et  --  prennent  des  valeurs  déterminées  ©((o2),  u/(oj2),  et  Je  mou- 

vemenl  le  plus  général  est  fourni  par  la  composition  géométrique 
de  trois  mouvements  rectilignes  dont  chacun  est  représenté  par 
des  équations  de  la  forme 


X  —  C|  c"':)'  H-  (  *',  r-(,)'.  >'  =  ,r  o  i  u>5  ), 


U>2  ). 


D'après  cela,  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  stabi- 
lité de  l'équilibre  est  que  les  trois  valeurs  de  u>2  soient  réelles  et 
négatives  :  si  donc  l'on  remplace  co2  par  — ■  //,  les  trois  valeurs  de 
a  doivent  êl re  positives. 

Ce  résultai  analytique  es!  susceptible  d'une  interprétation  bien 


II,. 


simple.  Cherchons  s'il  existe,  à  partir  de  I  origine  O,  une  direction 
<)\  telle  que  la  force  appliquée  en  \  soil  dirigée  de  \  vers  O.  Il 
l,i ii i  pour  cela  que  I  on  ail  au  poinl    \ 


(3) 


mx      n  y      p  s       m'x      h  i       />'  z       m 


//  désignant  une  quantité  positive.  L'élimination  des  coordonnées 
/  .  r,  3  ramène  à  l'équation  (  2  |  modifiée  par  la  substitution  d<-  // 
à  la  place  <\y  — o>- .  La  <| iiiin i  i i é  u  csi  le  rapporl  entre  la  force 
ai  ha  ci  ive  dirigée  de  \  vers  (  )  el  la  distance  \*  ).  On  voit  en  outre 
que,  pour  chaque  valeur  de  //,  les  projections  x,  y:  z  du  déplace 
menl  rectiligne  considéré  dans  le  premier  problème  sonl  propor- 
tionnelles au\  coordonnées  a ',  r,  r  du  poinl  \.  Ou  peut  alors 
énoncer  ce  théorème  : 

L'équilibre  est  stable  quand  il  existe  à  partir  de  la  position 
d'équilibre  O  trois  directions  réelles  telles  que,  pour  chacune 
il' elles,  la  force  soil  dirigée  vers  le  point  O.  On  peut  appeler 
ces  trois  droites  les  lignes  centrales.  Quand  cette  condition  né- 
cessaire  et  suffisante  est  remplie,  le  mouvement  le  plus  général 
résulte  de  la  composition  de  trois  vibrations  pend  nia  ires  cré- 
ditées suivant  les  lignes  centrales  sous  l'action  des  forces  cor- 
respondantes. 

Quand  les  lignes  centrales  sont  orthogonales,  les  forces  admet- 
tent évidemment  un  potentiel.  C'esl  (railleurs  le  seul  cas  où  l'exis- 
tence du  potentiel  soil  possible,  car  il  faul  pour  cela  que  le  déter- 
minant figurant  dans  l'équation  (2)  soit  symétrique,  et  l'équation 
en  //  se  réduit  alors  à  l'équation  classique  en  s,  servant  à  déter- 
miner les  directions  principales  dune  quadrique. 

Cherchons  le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  force  es!  perpen- 
diculaire au  rayon  vecteur.  Nous  sommes  conduits  à  L'équation 

\  m  ./■  —  n  y  -h/>  z)x  —  1  ni'  x       n  'y  H-  />'  z)y  -+-  {in"  x  -4-  n"  y  -+-/>"  z)z  =  o, 

qui  représente  un  cône  du  second  degré. 

Nous  profiterons  de  L'indétermination  laissée  jusqu  ici  dans  le 
choix  des  axes  pour  les  faire  coïncider  avec  les  directions  princi- 
pales de  ce  cône.  Nous  aurons  alors  les  relations 


n 


>U     -       /J 


n  -\-  i>> 


16  ; 


c! 


Posons,  d'autre  part, 

//      — n"       /.  m"-    —p       ').  n    —m' 

fji  —  —  \ .         ii  —  —  |  ; ,        j,"      —  <  ;. 

Les  équal  ions  (  i  )  deviennenl 


(4» 


/  \  -  \.r  I  c;..-  -  fÎ5), 
X  Y  =—  V>  r  ■  i  y.  z  ■-;./•  i, 
'    Z   —  —  C  s         ('.'j.i-        y.  y  ). 


Les  termes  renfermant  A,  13,  C  correspondent  ù  une  force  qui 
dérive  du  potentiel 


-  (  V  r2  +  B^-f-  C.-''  ). 


Pour  abréger,  nous  appellerons  celle  force  la  force  potentielle. 
Les  termes  entre  parenthèses  représentent  les  composantes  d'une 
force  perpcndicul  eau  vecteur  dont  les  composantes  sont  a,  S,  Y, 
et  égale  à  la  vitesse  que  ce  vecteur,  considéré  comme  une  rotation, 
imprimerait  au  point  considéré.  Nous  appellerons  cette  force  la 
force  tourhillonnaire  et  nous  désignerons  par  tourbillon  le  vec- 
teur (a,  P,y). 

Nous  sommes  alors  conduits  à  chercher  quelles  relations  doivenl 
exister  entre  le  potentiel  et  le  tourbillon  pour  que  l'équilibre  soit 
stable.  D'après  ce  qui  précède,  il  faut  et  il  suffit  que  les  racines  de 
I  équation 


(5) 

ou  bien 


u  —  C 


(G)  (B-A)(B-B)(«-C)  +  a«(H  -  A  i  -  $*(u  —  B)-+-y2(«  —  C)  =  ô 

soient  toutes  les  trois  réelles  et  positives.  En  exprimant  que  cette 
équation,  ordonnée  par  rapport  à  u,  ne  présente  que  des  varia- 
tions; on  trouve 

2A>o,         SAB  +  2a2;    o,         ABC  H-  2  Aa*>  o. 

Il  faut  ensuite  écrire  que  I  équation  dérivée  a  ses  racines  réelles. 
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Ce  <]in   fou  ni  il   la  nous  elle  condil  ion 

(SA)1       IZAB       'i  ï  v 

On  ;i  enfin  à  faire  en  sorte  que  les  deux  racines  de  I  équation 
dérivée,  substituées  dans  le  premier  membre  de  I  équation  (6). 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires.  Cela  donne  une  der- 
nière inégalité,  assez  compliquée,  que  nous  nous  dispenserons 
décrire.  Nous  obtiendrons  une  discussion  plus  claire  en  nous  ai- 
dant de  la  mél  hode  graphique. 

Soient  a.  />,  c  les  cosinus  directeurs  <lu  tourbillon  (  a,  □,  Y  i  et  : 

'    I    ■    I  /  I 

la  longueur  <lc  ce  vecteur.  Posons  en  outre 

I)  -     Kaï  \    Wh-      Ce 

L  équation  (6  )  devient 

(7i  (u  —  A)(k       B)(k  — C)  =    p2i  D  —  a). 

Les  racines  de  celle  équation  sont  les  abscisses  des  points  d'in- 
tersection de  la  cubique 

v  =  (  u  —  A  )(  u  —  B  )  (  u  —  C  ) 

a\  ec  la  droite  y  =  c-  (  \)  —  u  ). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  ail 

\  ;     IV     G. 

L'inégalité  A  +  B+G]>o  montre  que  A  est  nécessairement  po- 
silif.  D'autre  part,  la  constante  I)  es!  toujours  comprise  entre  A 
et  G;  car,  d'après  sa  définition,  on  a 

\     _D-(A—  IV  V-  +■  1  \  -C)e\ 
D  — C  =  (A  —  G   .<■      1  |;       C  162. 

Ceci  posé,  nous  avons  trois  cas  a  considérer  : 

Premier  cas.  —  A,  Bel  C  positifs. 

La  cubique  coupe  Taxe  i\r>  u  (fig.    1)  en  trois  points  A,    B,   G 
situés  sur  la  partie  positive  de  cel  axe.  Le  point  1),  dont  l'absciss 
figure  la  longueur  I).  est  quelque  pari  entre   \  et  G.   Faisons  va- 
)  1er  V,  les  autres  éléments  demeurant  constants. 


—  I<>8   - 
Si  n-  z=  o,   les   Mois  racines  sont  réelles,  positives  <■!  égali 

Fig.   i. 


OA,  OB,  OC.  Quand  p9  va  eu  croissant,  la  droite  v  =?  p2(D  —  tt) 
tourne  autour  du  point  D  avec  un  coefficient  angulaire  négatif.  Il 
est  clair  que  les  trois  racines  continuent  à  remplir  les  conditions 
de  stabilité  jusqu'à  ce  que  la  droite  prenne  la  position  DT,  tangente 
à  la  cubique.  D'après  cela  : 

Quand  les  constantes  A,  H,  C  sont  positives,  c'est-à-dire 
quand  les  surfaces  de  niveau  de  la  force  potentielle  sont  des 
ellipsoïdes,  la  stabilité  est  compatible  avec  une  direction 
quelconque  du  tourbillon ,  il  suffit  que  la  grandeur  de  ce  tour- 
billon soit  inférieure  à  une  limite  déterminée,  facile  à  cal- 
culer. 

Le    phénomène   est  parfois    un   peu    plus    compliqué,    Menons 

Fig.  ?.. 


(  fig.  -a)  au  point  d'inflexion  1  la  tangente  IJ,  qui  coupe  au  point  J 
l'axe  des  u.  Si  le  point  I)  se  trouve  compris  entre  B  et  J,  ou  peut 


Ili'.l 

mener  trois  tangentes  DT,  I  )  I  ',  DT"  à  la  cubique,  el  ces  trois  tan- 
gentes oui  ii ii  coefficient  angulaire  négatif.  Quand  la  sécante,  api  i 
avoir  pris  la  position  DT,  continue  à  s'écarter  de  I  axe  des  //,  les 

conditions  «le  stabilité  cessent  mi mtanémenl  d'être  rempli* 

Puis,  quand  la  sécante  atteint  el  dépasse  la  position  I  )  I  ,  on  obtient 
de  nouveau  trois  points  d'intersection  à  abscisses  positives,  et,  par 
conséquent^  on  se  retrouve  dans  les  conditions  de  stabilité  jusqu  à 
ce  que  l'on  arrive  à  lu  position  1)1",  tangente  au  delà  du  point 
d'inflexion.  Le  théorème  précédent  doit  donc  être  complété 
a insi  : 

Si  l<i  direction  du  tourbillon  est  suffisamment  rapprochée  de 
celle  de  Vaxe  moyen  des  surfaces  de  niveau,  il  peut  arriver  que 
dans  V allongement  progressif  de  ce  vecteur  la  stabilité,  après 
avoir  un  in  si  ((ni  disparu,  reparaisse  de  nouveau  dans  un  cer- 
tain intervalle. 

On  remarque  que  dans  le  cas  où  A,  l>,  C  sont  de  même  signe, 
te  (-(Hic  asymptote  des  surfaces  de  niveau  est  imaginaire,  c'est- 
à-dire  qu'il  n'existe  aucune  direction  réelle  pour  laquelle  la  force 
résultante  soit  perpendiculaire  au  rayon  vecteur. 

Deuxième  cas.  —  A  et  H  positifs.  C  négatif. 

Le  point  G  se  trouve  à  gauche  de  l'origine  (  fig.  3  ).  Pour  que 

Fie.  3. 


la  droite  menée  par  le  point  1)  coupe  la  cubique  en  trois  points 
dont  les  abscisses  soient  positives,  il  faut  avant  tout  que  1)  soi l  à 
droite  de  l'origine.  Mais  cela  ne  suffit  pas.  On  aura  la  limite  infé- 
rieure de  L'abscisse  de  D  en  menant  par  le  point  E,  intersection 
de  la   cubique   avec  l'axe  des  e.   une  tangente  EF  à   la  cubique. 
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Celte  tangente  rencontre  l'axe  des  u  en  un  point  1)().  et  le  poinl  I) 
doil  se  trouver  à  droite  de  l)„.  Cette  condition  étant  supposée 
remplie,  il  reste  à  choisir  convenablement  la  direction  de  la  sé- 
cante. On  reconnaîl  immédiatement  que  son  coeffîcienl  angu- 
laire, pris  en  valeur  absolue,  a,  comme  dans  le  cas  précédent, 
une  limite  supérieure,  correspondant  à  la  tangente  DT  menée  de 
I)  à  la  cubique,  mais  qu'il  a,  en  outre,  une  limile  inférieure,  cor- 
respondant à  Ja  position  DE.  Par  conséquent  : 

Quand  V  une  des  constantes  A,  B,  Cest  négative,  c'est-à-dire 
quand  V fine  des  composantes  orthogonales  de  la  force  poten- 
tielle est  répulsive,  la  stabilité  peut  encore  subsister,  bien  que 
la  force  potentielle  et  la  force  tourbillon  nuire  produisent  sé- 
parément un  équilibre  instable;  il  faut,  dans  ce  cas,  que  la 
direction  de  la  force  tourbillonnaire  soit  convenablement 
choisie  et  que  .sv/  grandeur  soit  comprise  entre  deux  limites 
déterminées. 

Ici,  comme  dans  le  cas  précédent,  une  complication  peut  sur- 
gir, relativement  à  la  limite  supérieure,  si  le  point  D  est  suffisam- 
ment rapproché  de  B.  Je  n'insiste  pas  sur  ce  détail. 

Dire  cpie  l'abscisse  de  D  est  positive,  c'est  dire  que  la  fonc- 
tion Aa2+  B62-f-  Ce2  est  elle-même  supérieure  à  zéro  et  que, 
par  conséquent,  la  direction  du  tourbillon  est  à  l'extérieur  du 
cône  asymptote,  qui  actuellement  est  réel  et  entoure  Taxe  répul- 
sif correspondant  à  C.  En  d'autres  termes,  la  force  potentielle 
qui  s'exerce  en  un  point  quelconque  de  l'axe  du  tourbillon  a  une 
composante  attractive  suivant  la  direction  de  cet  axe.  Cette  con- 
dition imposée  à  la  direction  du  tourbillon  est  nécessaire,  mais, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  elle  n'est  pas  suffisante  pour 
qu'il  existe  une  grandeur  du  tourbillon  capable  d'assurer  la  sta- 
bilité. 

Troisième  cas.  —  A  positif.  B  et  C  négatifs. 

Si  nous  considérons  (fig-  4)  'a  tangente  d'inflexion  U,  une 
discussion  analogue  aux  précédentes  montre  que  D  doit  se  trou- 
ver entre  J  et  B.  L'abscisse  de  D  peut  d'ailleurs  être  positive  ou 
négative.  La  valeur  de  p2  doit  être  comprise  entre  les  coefficients 
angulaires  (pris  positivement)  des  tangentes  Dl  cl  l>l 
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.s.  I 
limite 
\  erse  I 


abscisse  de  H   <•->!   négative,   il  faut,  pour  que  la   position 
l)T  soil  admissible,  que  !<•   poinl  S,  où  celte  tangente  tra 
a  cubique,  ail  une  abscisse  positive  j  ^.m^  quoi ,  dans  !<•  pas- 
le   I  )  I    a    1)1  .   on   devrai I   s  arrêter  à  I  instanl  où  I  un  des 


> 


points  de  rencontre  avec  la  cubique  vient  se  placer  sur  Taxe   Oc. 
Il  est  aisé  de  traduire,   comme   nous   l'avons  fait   pour  les  deux 
autres  cas,    ces  conditions   géométriques  dans   le   langage  méca- 
nique. 

\  oici  maintenant  quelques  propriétés  concernant  les  lignes 
centrales.  Soient  .r,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  lune  de 
ces  lignes.  On  a 

—  \.r  —  vr—  M  ^â?*-+-  Br2-i-  « 


//  — 


x 


u  étant  positif,  il  en  est  de  même  de  la  fonction  A  x2  -f-  lîy2  -h  Cs2. 
Cette  condition  est  remplie  d'elle-même  si  A,  B,  G  sont  positifs. 
Si  C  est  négatif,  A  et  B  demeurant  positifs,  elle  exige  que  la  di- 
rection de  la  Jigne  centrale  considérée  tombe  à  ^extérieur  du 
cône  asymptote.  Si  B  et  C  sont  négatifs,  on  voit  de  même  que  la 
direction  de  chaque  ligne  centrale  doit  tomber  à  ^intérieur  du 
cône  asymptote.  Dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  les  lignes  cen- 
trales sont  toutes  les  trois,  par  rapport  au  cône  asymptote,  du 
même  côté  <pie  Taxe  Or,  correspondanl  par  hypothèse  au  plus 
grand  des  trois  coefficients  A.  B,  C. 
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Chaque  racine  u  étant  d'ailleurs  égale  au  rapporl  entre  ta  force 
attractive  correspondante  el  la  dislance  du  poinl  considéré  à  l'ori- 
gine, on  peut  ajouter  que  la  force  attractive  esl  égale,  pour  un 
poinl  quelconque  d'une  ligne  centrale,  à  la  puissance  de  ce  point 
relativemenl  au  cône  asymptote,  divisée  parla  dislance  à  l'ori- 
gine. 

On  peut  encore  remarquer  que,  si  les  trois  lignes  centrales 
percent  une  surface  de  niveau  A#2  +  Bj'2  -+-  Cz2  =  h  en  trois 
points  situés  aux  dislances  /•,,  r2,  /•.,  de  l'origine,  el  si  //,,  u2.  u3 
sont  les  racines  correspondantes,  on  a 

h  h  h 

Ut=    j  Uy  =   — -  y  U  ■  — 

r'i  '■:,  r\ 

i  «>  />  ii  h       h      h 

et,  comme  u ,  -f-  a .,  -f-  //:l  =  A  -f-  l>  -I-  (_>,  ;  comme  de  plus.  --  >    - >  - 

sont  les  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la  surlace  de  niveau, 
il  s'ensuit  que  : 

Une  surface  de  niveau  quelconque  intercepte  sur  les  lignes 
centrales  trois  longueurs  telles  que  la  somme  des  carrés  de 
leurs  inverses  soit  égale  à  la  somme  des  carrés  des  inverses 
des  axes  principaux. 

Si  l'on  prend  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  trois  axes 
rectangulaires    quelconques,  les  projections  de  la  force  résultante 

deviennent 

X  -  -  V  x  +  Gj  -+-  F-s  -h  (  y/  —  ?  « ), 

\   =       G  a?  -     \\y  +  Es  —  (a-  —  -;./■  I, 
Z  —        F.r  H-  Ejk  —  G-S    -  (  (J.r  -  -  v.y  ), 

(avec  de  nouvelles  valeurs  des  constantes). 

Faisons  coïncider  Taxe  des  x  avec  l'une  des  lignes  centrales. 
On  doit,  pour  )•=:  =  (».  avoir  à  la  foisX=  —  A./'.  ^  —  o,Z  =  o, 
ce  qui  donne  G  =  y,  F  =  —  [3,  et  il  reste 

X=-Aj?H-a(Y^-P-s), 
\  =_Br-h(E  +  a)^, 
Z  =  — C*-h(E       >. 

Les  deux  autres  lignes  centrales  satisfont  à  L'équation 

-Bh   (E       a)  -  =-  G- •   (  !•:  -  z)  '  • 

I 
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(B  — C)-       (E-  v 

y) 

Nous  pouvons   faire  en  sorte  que   les   plans  zOx,  zOy  soienl 
les  plans  bissecteurs  du  dièdre  dont   l'arête  esl  Ox  el  donl   les 
faces  conliennenl  pespectivemenl  le-  deux  autres  lignes  central* 
Uors  B       C,  c  est-à-dire  que  chaque  surface  de  niveau  intercepte 

sur  (  )  r  ci  O  z  des  longueurs  égales.  I  )  après  cela  : 

Si  l'O/l    considère     un     dièdre    donl    l'arête    soif    l'une    des 

lignes  centrales  et  dont  les  faces  contiennent  les  deux  autreé 
lignes  centrales^  les  plans  bissecteurs  de  ce  dièdre  ont  pour 
traces,  sur  un  j)hin  central  perpendiculaire  à  l'arête,  deux 
diamètres  rectangulaires  égaux  d'une  surface  de  niveauquel- 

co/a/ue . 

\\ec  ce  choix  d'axes,  la  condition  de  réalité  des  trois  lignes 
centrales  se  réduit  à  l'équation  1res  simple  E2 —  a2  >>  o. 

a  est  lu  projection  du  vecteur  de  rotation  sur  la  ligne  centrale 
Ox  (qui  peut  toujours  être  supposée  réelle). 

La  signification  mécanique  de  E  est  la  suivante:  Considérons 
un  déplacement  égal  à  l'unité,  effectué  suivant  Oz.  Nous  avons, 
à  l'extrémité  de  ce  déplacement,  \  =  E  -f-  a.  De  même,  pour  un 
déplacement  unitaire  suivant  Or,  il  vient  Z  =  E  —  a.  Par  consé- 
quent E  est  la  moyenne  entre  la  projection,  sur  J'axe  desjr,  de  la 
force  correspondant  à  ud  déplacement  unitaire  suivant  Taxe  des 
3,  et  la  projection,  sur  l'axe  des  z,  de  la  force  correspondant  à  un 
déplacement  unitaire  suivant  Taxe  des  j'. 

J'arrive  enfin  à  l'étude  des  circonstances  qui  accompagnent 
l'introduction  de  liaisons.  .le  me  borne  au  cas  où  ces  liaisons 
équivalent  à  la  matérialisation  d'une  ligne  ou  d'une  surface  parfai- 
tement polie  passant  par  la  position  d'équilibre. 

Considérons  d'abord  une  ligue,  et  admettons  que,  dans  le  voi- 
sinage du  point  d'équilibre,  cette  ligne,  si  elle  n'est  pas  droite, 
puisse  être  confondue  avec  sa  tangente.  Dans  ces  conditions,  la 
force  tourbillonnaire  agit  normalement  au  seul  déplacement  pos 
sible;  elle  est  donc  sans  influence  sur  la  loi  du  mouvement .  I veste 
l,i  foni'  potentielle.  Si  les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes 
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l'équilibre  produit  par  celle  seule  force,  en  l'absence  de  ton  le 
liaison,  est  un  équilibre  stable.  La  stabilité  subsiste  quand  on  in- 
troduit la  liaison.  Mais  si  les  surfaces  de  niveau  sonl  des  livper- 
boloïdes,  l'équilibre  potentiel,  en  l'absence  de  toute  liaison,  esl 
évidemment  instable.  En  neutralisant  l'action  de  la  force  tourbil- 
lonnaire  par  la  matérialisation  d'une  trajectoire,  on  ne  pourra  ob- 
tenir \\\\  équilibre  stable  sur  celle  trajectoire  que  si  la  force  po- 
tentielle a  une  composante  attractive  relativement  à  la  tangente  à 
celte  trajectoire.  Cela  exige  que  la  tangenle  soit,  par  rapportai! 
cône  asymptote,  du  même  côté  que  la  direction  correspondant  au 
plus  grand  coefficient  attractif  A.  Donc  : 

&  introduction  tU  une  liaison  obligeant  le  point  matériel  à 
c/éerire,  à  partir  de  sa  position  d'équilibre  stable,  une  trajec- 
toire déterminée,  ne  laisse  subsister  la  stabilité  que  .si  les  sur- 
faces de  niveau  de  la  force  potentielle  sont  des  ellipsoïdes  ou 
bien  si,  les  surfaces  de  niveau  étant  des  hyperboloïdes,  la  tan- 
gente à  la  trajectoire  et  la  direction  de  la  plus  grande  attrac- 
tion potentielle  sont  d'un  même  côté  par  rapport  au  cô/w 
asymptote. 

Considérons  maintenant  la  fixation  dune  surface,  et,  dans  le 
voisinage  de  la  position  d'équilibre,  confondons  celte  surface 
avec  son  plan  taugent  P.  Prenons  dans  ce  plan  deux  axes  rectan- 
gulaires 0.rt,  Oj  i ,  dont  les  cosinus  directeurs,  par  rapport  aux 
axes  principaux,  soient  respectivement  a,  b,  cet  a',  //,  c' . 

Soient  a",  b" ',  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  O;.  au 
plan  P.  Si  un  point  M  du  plan  P  a  pour  coordonnées  .r,,  Vi,  -s< îs 
coordonnées,  par  rapport  aux  axes  primitifs,  sont 

,/■  =  ax\  —  a'yi, 
y  =  bxx--  b'yu 

Soient  X,,  ^i  les  projections,  sur  O.r,  et  Or,,  de  la  force 
agissant  en  M.  On  a 

(   Xi  =aX  +6  Y  +  cZ, 

i  S) 

I   Y,=  a'X       b'ï    ■■<■■/,. 


mais 

X  =  \r 

\  .... 

/  .... 


-,  i         ;  --       ■        \a        ■!>  / ,       i       \  a    ■    ■■  l,   - 


'<'■'" 


En   substituant    dans   les  formules  (8)  el    utilisanl  les  identités 

cou  nues  a       l>  à       b  ■■',  etc.,  on  i  rouve 

X|  =  —  (Aa«h    iîA'      Cc*).r,      (Afla'H    BW-f-Ccc'      ata"—  ££"  —  yc 

Vj  =-(Aaa'  :   B66'-hCcc'  :   a«"H    là       yO^i     (Aa's  ;  Bô'*H-Ce'*)^i. 

Posons,  pour  abréger. 


Aa2  h  B62  ;  Ce2  •  /,. 
A«'â  h-  B6'*  -:-  Ce'2  v 
\  ^/^'      !>  A//      G  ce'  =  /•. 


y.  a 


"  i    ia  /." 


«  H-  7  c 


En  raisonnant  comme  pour  le  cas  du  point  entièrement  libre, 
on  verra  <|iie  les  conditions  de  stabilité  de  l'équilibre  dans  le 
plan  s'obliennenl  en  écrivant  que  l'équation  en  // 


Il  —  />      (0  —  /• 


o>  —  /•      //  —  n 


a  ses  racines  réelles  et  positives. 

Celle  équation,  développée,  devienl 

n-  —  (/?  -h  q  )  u     -  /><;  —  /-       «>-  ■  -  <>. 

De  là,   les  trois  conciliions 

p-hg>0,  pq  —  r2-f-(o2>  o,  (/?  —  <y)*-f-  Î/-2—  .{  o>2  ;■     (1. 

Je  (lis  qu'on  peut  toujours  choisir  le  plan  P  de  (elle  manière 
que  la  troisième  inégalité  n'ait  pas  lien.  Il  suffît,  pour  cela,  de 
poser 

/>  —  q  —  o,  /'  =  O, 

ou  bien 

\„2._  B6*+  Ce8  =  Âa'2+  B6'2      Ce'2, 

\  aa'  \    I!  bb'-+-  <  îcc'  =  o. 

Ces    <len\    équations    exprimenl    que    la    surface    <le    niveau 
\jc-  -\-  \$y-  -f-  ('.:■-     ■  const.  interceple  sur  les  axes  rectangulaires 
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()./•,,  Oj'i  des  longueurs   égales  et  que,  de  plus,  le  plan  diamé- 
tral conjugué  de  la  direction  O.r,  contient  Oyt. 

C'est  ce  qui  arrive  quand  l<-  plan  P  est  un  plan  cyclique  <]<•  la 
surface  de  niveau  ;  il  faut  seulement  que  w  ne  soii  pas  nul,  c  esl- 
à-dire  que  Taxe  du  tourbillon  n'appartienne  pas  au  plan  cyclique. 
Donc  : 

L'équilibre  du  point  matériel  libre  èlant  supposé  si  cible, 
V introduction  (Tune  liaison  équivalant  à  fa  matérialisation 
d  un  plan  cyclique  des  surfaces  de  niveau  suffit  pour  rentre 
//équilibre  instable  à  moins  toutefois  que  le  tourbillon  ne  soit 
contenu  dans  ce  plan  cyclique. 

Il  est  clair  que  l'instabilité  persiste  pour  des  plans  inclinés  sur 
le  plan  cyclique  considéré  tant  que  la  quantité  (p —  q)'1-\-/\''1 
n'atteint  pas  la  limite  inférieure  /jo)2. 


MÉTRIQUE    ANIN  VOLUTIVE; 
Par    M.    G.    FoNTEJSÉ. 

s  i. 

\.  Soit,  dans  un  plan  o,  une  corrélation  générale  :  à  un  poinl 
primitif  M  correspond  une  droite  transformée  u.,  à  une  droile 
primitive  ut  correspond  un  point  transforme  M,  et,  si  le  point  Al 
est  sur  la  droite  m,  la  droite  \x  passe  par  le  point  M  ;  une  droite  u. 
a  un  point  primitif  M,  et  un  point  transformé  M  ;  ....  Deux 
points  INI  et  M'  sont  conjugués  dans  l'ordre  MAI'  lorsque,  en 
considéra  ni  la  suite 

;ji\  M.  M',  û, 

M'  est  sur  jjl,  auquel  cas  M  est  sur  u.' ;  on  a  un  (ail  analogue  pour 
deux  droites  [x  et  [//. 

2.  Les  points  au toconj ligués  sont  à  une  conique  F,  les  droites 
autoconjuguées  sont  tangentes  à  une  conique  es;  ces  deux  coni- 
ques sont  doublement  tangentes.  Le  système  dc^  coniques  F  el  :p 
détermine  la  corrélation,  e1  l'on  construit  facilemenl  y.  d  après  M  : 
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m  prenant  pour  F  une  ellipse,  pour  -^  une  ellipse  intérieure  à  !;i 
première,  ellipse  <  pie  Ton  dirige,  <>n  mène  de  M  des  tangentes  à  0, 
on  prend  sur  F  les  transformés  <le  ces  tangentes  en  se  guidanl  sur 
le  sens,  ei  l'on  joint;  on  a  u  d'une  manière  analogue. 

3.     Sur   la    droite   <jui  joinl   deux  pointa   A  el    B  >onl   deux    poinl- 

F' et  F"  donnés  j>;ir  la  conique  F;  par  le  point  d'intersection  de 
deux  droites  oc  el  (3  passenl  deux  droites  autoconjuguées  »'  el  cpfl 
tangentes  àla  conique  cp  ;  en  désignant  par  R  <:i  p  les  rapports 
enharmoniques  (  \,  B,  F',  F"),  (a,  P, 'f',  'f"),  et  en  considérant  des 
Logarithmes  népériens,  nous  poserons 

(  ÂB  =  — .logR, 

I   — 

et  nous  dirons  que  Ali  est  la  pseudo-distance  des  points  A  et  15, 
que  a{J  est  le  pseudo-angle  des  droites  a  et  [3  ;  nous  supposerons 
que  F  et  cp  sont  deux  ellipses  imaginaires,  dont  les  équations  ont 
des  coefficients  réels,  auquel  cas  R  et  p  sont  des  imaginaires  de 
module  i,  et  nous  aurons  par  exemple,  avec  Ali  réel, 

cosAB  -+-  i  sin  AB  =  eiAb     =  /R, 

ou 

/  si n  AB        cosAB  i 


(2)  < 

cosAB  —  t  sin  AB  =  e-'A|{ 


(3) 


R-l  RH-4  av/R' 

on  a,  pour  trois  points  en  ligne  droite, 
(4)  ÂBh-BG==ÂG. 

La  première  idée  de  formules  telles  que  les  formules  (i)  appar- 
tient à  Chasles  (Géom.  sup.,  1802)  et  à  Laguerre  (Nouv.  Ann. 
de  Mathém.y  février  i853).  La  métrique  actuelle  est  à  celle  que 
M.  Gajley  (1809)  et  M.  Klein  ont  étudiée  ce  que  l'homographie 
est  à  Tinvolution  :  le  caractère  essentiel  de  cette  métrique 
aninvolutive  est  de  considérer  des  figures  en  position;  les 
formules  principales  ont  été  données,  pour  un  espace  analytique 
xxvi.  ,2 
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à  //  —  i  dimensions,  dans  an  Ouvrage  publié  en  [892  :  Uhyper- 
espace,  Propriétés  métriques  d'une  corrélation  générale. 

i.  Soit  une  droite  ;jl  :  à  toul  point  M  de  cette  droite  répond 
sur  la  droite  un  point  conjugué  M  .  el  ainsi  s'établit  sur  la  droite 
une  homographie,  non  une  involulion  :  la  constante  de  cette 
homographie  est  la  valeur  du  rapport  anharmonique  (  M,  M.l-'.l* '), 

et  la  pseudo-distance  constante  relative  aux  points  M  et  M  sera  le 
paramètre  T  de  la  droite  ;jc.  On  définit  d'une  manière  analogue 
Je  paramètre  0  d'un  point  M,  considéré  dans  le  plan  o;  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie  dans  l'espace,  0  serait  le  paramètre  du  sys- 
tème formé  par  le  point  M  et  le  plan  0. 

Pour  deux  points  AetB  situés  sur  une  droite  dontle  paramètre 
est  T,  pour  deux  droites  a  et  (3  se  coupant  en  un  point  dont  le 
paramètre  est  B,  nous  poserons 

,  .    „         sin  A  H  „         sin  a3 

(5)  ir(AfB)=  -r-sr,     *(».  ?>  =  -wS 

si n  1  sin  <J 

dans  l'espace,  on.  aurait  pour  deux  plans  a  et  h  une  quantité 
cr(a,  /;),  pour  laquelle  interviendrait  le  paramètre  /  de  la  droite 
d'intersection,  considérée,  non  plus  comme  rayon  ou  lieu  de  points, 
mais  comme  axe  ou  enveloppe  de  plans.  On  a 

tr(A,Â)  =  i 

Le  théorème  des  transversales,  tel  qu'il  existe  en  Géométrie  sphé- 
rique,  est  exact  avec  des  t. 

O.  Sur  une  droite  ut,  étant  donnés  deux  points  A  el  l>,  considé- 
rons les  suites 

B,  A,  B,  A;     A.  B.  A.  TT: 

nous  définirons  deux  quantités  distinctes  par  les  formules 

11    D           /p   t\       sin(T       AB) 
Y(A,  B)  =  <t(B,A)=  -r^ -, 
D    an            v    d         sîn(T-f-  \li) 
Y(B,  \.)  =  «T|  A.  B  )  =  .    rr         - 
—                      sin  J 

on  a 

Y(A,A)  =  i,         7'  l,ï)«o 


17!» 

<  )n  a  facilement 


(7) 


•m  A,  B  »      y1  l;-  v  I    :  2  cos  u;. 
-m  \.  K)  X  y<  B,  \  i  -   i  -  7-'(  A,  B 


On  défini I  de  même  y('/,  [j)  etv((3,  a). 

Par  analogie  avec  la  cotangente,  on  posera  encore 

'   ',  v    Rx_   ï(A,B)       si.,(T-    \i; 

h      '  -v,:'  ""m'Ai;     "' 

(  «  )  _ 

i  v(B,  \)        9in(T        UO 

^(  •        'TbTT):      _iin3rB    ' 

d'où  l'on  déduit,  par  exemple, 

I(A,  B)  +-  -(15.  A)  =  —  acosT; 


on  a 


I(A,Â)  =  o. 

Sur  une  droite  donnée,  la  quantité  -  (A,  B)  est  liée  au  rapport 

anharmonique  R  .=  (A,  B,  F',  F")  par  une  relation  doublement 
linéaire,  puisqu'elle  est  liée  ainsi  à  la  quantité  cotAB  donnée 
par  les  formules  (3);  eette  remarque  servira  au  n°  10. 

6.  Si  A  ou  B  est  sur  la  conique  F,  B  est  nul  ou  infini,  sinAB 
et  cosAB  sont  infinis,  et  <r(A,  B),  y(A,B),  y(B,  A)  le  sont  en 
général.  Si  la  droite  AB  est  tangente  à  la  conique  cp,  le  conjugué 
d'un  point  de  celte  droite  sur  la  droite  est  F'  ou  F",  le  sinus  et  le 
cosinus  du  paramètre  sont  infinis,  et  l'on  a  en  général 

<f(à,Bj  =  o,         £(A,B)=  x. 

Si  A  ou  B  est  sur  F,  la  droite  AB  étant  de  plus  tangente  à  cp,  le  <r 
est  indéterminé;  A  et  B  sont  d'ailleurs  conjugués.  On  a  des  faits 
corrélatifs.  La  conique  F  a  deux  propriétés  :  le  ?  d'un  point  quel- 
conque et  d'un  point  de  cette  conique  est  infini,  et  le  <r  de  deux 
droites  se  coupant  sur  cette  conique  est  nul,  parce  que  le  sinus  du 
paramètre  est  infini;  laconique  cp  a  deux  propriétés  analogues. 
L'indétermination  n'esl  qu'apparente  pour  le  <j  de  deux  points 
dont  la  droite  de  jonction  est  tangente  à  F 
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Les  droites  qui   passenl  par  le  poinl   P,  pôle  de  la   corde    de 
contact  de  F  el  »,  onl  pour  paramètre  -;  les  points  de  la  droite  tî 
qui  joint  les  points  de  contact  11  el  K  ont  pour  paramètre 

7.   Le  A,  ou  le  moment,  d'un  point  AI  el  d'une  droite  ul  se  dé- 
finit ainsi  en  écartant  toute  idée  de  minimum  :  on  mène  par  AI  la 

droite  conjuguée  de  t jl ,  c'est-à-dire  que  l'on  joint  M  au  point  M 
transformé  de  ul,  et  le  A  est  ?{  A,  AI),  A  étant  le  point  d'intersec- 
tion des  deux  droites  ;  si  l'on  emploie  la  droite  menée  par  AI  et  dont 
[jl  est  conjuguée,  si  l'on  joint  Al  au  point  AI  primitif  de  u,  on  a  une 

quantité   <x(I\I,  B)  égale  à   la   précédente,   comme  on   le   voit  en 

appliquant  le  théorème  des  transversales  au  triangle  A1A1AI  et  à  la 

sécante  u..  On  peut  aussi  bien  prendre  sur  u.  le  point  conjugué 
de  AI  ou  le  point  dont  AI  est  le  conjugué,  et  joindre  AI  à  ce  point 
par  une  droite  a  ou  [j  :  les  quantités  <3"(a,  p.)  et  3"(u-,  |3)  sont  égales 
aux  précédentes,  d'après  ce  qu'on  verra  au  n°  13.  Nous  écrirons 

\  A(M,  \l)-  ff(A,  M)  =  tr(M,  B), 
(9)  I   A(M,fi)  =  <x(a,  fi)    -  ï(fi,  f), 

sauf  à  préciser  la  question  de  signe  au  n°  13.  Le  A  d'un  point  et 
de  la  droite  transformée,  ou  primitive,  est  égal  à  i. 

Un  A  est  infini  quand  AI  est  sur  F,  ou  quand  ul  est  tangente  à  œ  ; 
si,  de  plus,  M  est  sur  ul,  le  A  est  indéterminé  :  c'est  ce  qui  arrive 

par  exemple  pour  un  point  Al  de  F  et  la  droite  transformée  ul, 
laquelle  est  tangente  à  o. 
En  considérant  les  suites 

p,p,M,M     el      M,  M,  p,}!, 

on  a  facilement 


m) 


j  y(ji,    f-)  =  Mn,  M)  =  v(M,M), 
|  Y(M,M)  =  A(M,  fi)  =  ï(fi,  £); 


nous  dirons  qu'un  y  e>l  un  comoment, 

8.    Si  F  cl  »   sont  deux  cercles  concentriques,   on   a  autour  du 
centre  des  figures  égales,  ayant  mêmes  éléments  métriques  anin- 
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vol  u  tifs;  en  général,  il  existe  en  nombre  simplement  infini  des 
figures  ayanl  mêmes  éléments  métriques  relativementà  F  el  »,  el 
ces  Ggures  ^mi  liées  par  L'intermédiaire  du  poinl  I*  el  de  la 
droite  ~. 

La  distribution  des  paramètres  esl  lie*'  à  ce  <|ui  précède  :  si  C 
est  une  conique  doublemenl  tangente  à  F  el  o  en  II  el  K.  les 
droites  u  tangentes  à  (î  ont  même  paramètre  I  ,  les  points  M  de  (  '■ 
onl  même  paramètre  0.  On  verra  (§  NI)  que5  (:  étant  une  con 
s  tan  te  que  l'on  doit  regarder  comme  le  paramètre  <lu  plan  0,  on  ;■ 
pour  une  droite  ;j.,  pour  un  point  M, 


(il) 


\  cosT  =  cosG  x  A(  P,  a)  =  COS  c7  COS  [lit, 
(  riisO  =  cosfë  x  A(7c,  M)  =  cosÇcosMP 


G  est  le  paramètre  de  la  droite  —  ou  HR,  par  suite  le  paramètre 
d'une  droite  passant  par  H  ou  K;  c'est  encore  le  paramètre  du 
point  P,  par  suite  le  paramètre  d'un  point  situé  sur  IMI  ou  Pk.  On 
verra  encore  que,  pour  une  même  conique  C,  le  paramètre  T  des 
droites  tangentes  à  cette  conique  et  le  paramètre  0  des  points  de 
cette  conique  sont  liés  par  la  relation 


(1-21 


si  h  T  sin  0  =  sin  E. 


s  I" 


9.   L'identité  connue 


sin(//  —  a)  sin (6  —  c)  -i~. . .-+-'. .  .=  o 
donne  pour  quatre  points  en  ligne  droite 
(i3)  <j(D,  A)  7(13,  G)  4-  tr(D,  B)«ï<  G,  A  )-+-...=  o 

et  l'on  peut  écrire 


^•i» 


71A.C)     it(A,D) 
tri  B,  C)     <r(B,  D) 


t    \.  i:  io   G,  D); 


on  déduit  de  (i3),  au  moyen  de  (<>  . 

s    jl  II.  Ci  ^(0,  A  .  -f-  7i  C.   \  ,  -;.  O.  B  I       ... 


<  i  ") 


/   jCB,  <;  |Y<  A.  0)-*-<r(C,  \  i  ; <  I ï .       )      ...      <>. 
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et,  >i  o  est  en  C,  l'on  obtient,  par  exemple, 

(  <r(A,B)  =  cr(C,  B)Y(C,A)-a(C,A)Y(G,B), 


(16) 


AH  =  CB  —  <:\ 


Si,  dans  le  déterminant,  on  remplace  a"(A,  C)paro,(C,  \   . 
et  si  l'on  remplaee   Y  et  B  par  leurs  conjugués  A  et  B,  on  a 


(17) 


Y(A,C)    Y<  \,  D) 
Y(B,C)     y(B,  D) 


ct(A,B)<j(C,D); 


(.8) 


i  l'on  met  D  en  B,  et  si  Ion  échange  ensuite  C  et  B,  on  a 

(  y(A.  B)  -  y(A,  C)y(G,  B)-  *<  A,  G)<r(G,  B), 
j  ÂB  =  AG-)-CB; 

si,  dans  (17),  1)  est  en  B,  C  en  À,  on  retrouve  la  formule 

[~Y(A,  B)y(B,  A)  =  a*(  A.  B). 

On  a  encore,  en  divisant  (18)  par  (16), 


(«9) 


-  (A.  15. 


-  (A,  G)  -  (C,  B)  —  . 


-(G,B)--(C.  Ai 


10.   Nous    donnerons    ici    une   formule  relative   aux   triangles, 
celle  qui  est  analogue  à  la  formule  de  Trigonométrie  sphérique 

sin  b  cot  a —  sin  G  cot  A  =  cos&  cos  G  ; 

le  triangle  sera  donné  en  position .  Soit  d'abord  un  triangle  ABC 

dans  lequel  le  pseudo-angle  pv  est  égal  au   paramètre  8  (A)  du 

point  A,  le  côté  AB  ou  y  passant  par  le  point  B  transformé  de  fi; 
si  y  tourne  autour  de  B,  on  a  (fin  du  n°  o) 

^(G,B)=  J(C,A)?(p,  ce): 

on  détermine  la  fonction  o  en  faisant  tourner  a  autour  de  C,  et 
l'on  trouve 


(20; 


-  (G,B)=  -  (C.  A  >y(P,«), 


'h  A  1. 


-  ik:{ 


Corrélativement,  pour  un  triangle  dans  lequel  CB  esl   égal  au 
pai amèl re  <!<•  la  droite  y,  on  ;■ 


(21) 


;  (Pi  Y»  =  1  (  ':>-  *)Y<  C,  \  ,. 


<.i:        T(a). 

Pour  un  triangle  quelconque  \l>(  1,  en  faisant  tourner  VB  autour 
de  A,  ci  en  tenant  compte  de  (20)  et  (21),  on  a 

<x(G,A)^  (G,  B)H-*(P,a)  -  (p,  -;  I      y(C,   \jvrp,  on: 

on  aurait  encore 

(a3)  7,  V,G)^(B,G)-+-a(a,p)I  (Y,  p)  =  y(à,  G)  T(a,  P), 

en  tout  douze  formules.  Dans  un  triangle  sphérique,  si  Ton  dirige 
par  exemple  CA  et  CB  de  C  vers  A.,  de  G  vers  B,  et  si  Ton  oriente 

la  sphère  de  fi  vers  a,  on  a 

(G,  \)  =  I>.        (C,  B)  =a,        (P,a)=  < 
mais  on  a 

(P,  Y)  =  -AH-a*ic, 

d^où  la  formule  écrite  au  début  de  ce  numéro. 

11.   Nous  écrirons  sans  démonstration  la  formule 

1(A,Y)     A(\,  0) 


(24) 


A(  B,v)     A(B,  8) 


<t(A.  B)<j(y,  o)x  A(u>,  0), 


(o  étant  la   droite  AB.  O  étant  le  point  d'intersection  des  droites 
Y  et  S.  Au  moyen  de  (10),  on  en  déduit 


(25) 


7(A.C)     y(A,D) 
Y(B,G)    Y(B,  D) 


=  7(  V,  B)  0-1  G,  D  i  x  -;<  AH.  CD), 


et  l'on  a  une  formule  corrélative  pour  quatre  droites;  si  Ton  met 
D  en  B  dans  (25),  ou  0  en  fi  dans  la  formule  corrélative,  on  a 
pour  un  triangle 

(26)  y(A,C)  =  Y<  1,B)y(B,C)-(ï(Ai  B)<r(B,  C)  x  t(Y»*)i 

(27)  v.a,  y)  .=?(«,  P.)y(P>  Y)  —»(«!  P)*(P.Y)  x:(,:  V)- 

en  tout  douze  formules.  Si,  de  la  formule  (26),  et  de  celle  rpii 
contient  (a,  y)j  on  déduit  l'expression  de  la  quantité 

,  _  v,  y,  -/ 1  yI  ■/.  y)         °"         7-'<  *>  V  ' 
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on  obtient,  aux  signes  près, 

g(B,C)  _  <r(C,  A)  _  tr(A,B) 
a(PfY)   ""   or(Y,  a)      "   <r(a,  P) 

chacun  de  ces  rapports  ayant  pour  valeur 

jr(B,  G)  (j(G,A)(i(  \,  B  i 


(29) 


Y(A,B)    Y(A,G) 
Y(B,  A)  1  y(B,C) 

Y(C,  A)     Y(C,  B)  1 

on  aurait  pour  les  rapports  inverses  une  expression   corrélative. 

12.  Les  six  formules  (  27)  sont  équivalentes  aux  six  formules 
(26);  les  formules  (26)  donnent  encore  les  six  formules  (22) 
dont  la  démonstration  a  été  indiquée,  et  les  six  formules  (  23).  On 
a,  en  somme,  six  formules  distinctes  relatives  aux  douze  éléments 
d'un  triangle,  qui  sont  trois  pseudo-distances,  trois  pseudo-angles, 
six  paramètres,  ou  encore  six  comoments  tels  que  y(A,  B)  et 
y(B,  A),  six  autres  tels  que  y(a,  £J)etv([â,  a):  comme  cinq  élé- 
ments métriques  d'un  triangle  doivent  déterminer  les  sept  autres 
(n°8),  il  manque  une  relation;  en  désignant  par  a,  j3,  v  les  para- 
mètres des  sommets,  par  A,  B,  G  ceux  des  droites  qui  portent  les 
côtés,  on  a,  par  exemple  (n°  8), 


(3o) 


cosa  cosB  ±  cotfë  \/sin2(D  —  sin2a  sin2B 


X 


1  ; 


cosA  cos[3  ±  cotS  v/sin2G  —  sin2Asin2  (3 
on  trouvera  plus   loin  une  relation   rationnelle  équivalente  (3()). 

13.   Dans  le  cas   particulier  où  l'on    a    |3y=9(A),   celles   des 

vingt-six  relations  qui  renferment  (3y  se  simplifient;  on  a  les  dix 
formules  suivantes,  dont  cinq  sont  distinctes,  et  il  en  faudrait  six  : 


(3i) 


»  (G,  A)  =  ff(C,   B)<r(a,  Y), 

a(A,B)  =  a(C,   B)<r(fJ,  a), 

Y(«.  Y)  =  Y(G5  A)a(p,«)1 

I  Y(P»  »)  =  Y(A,  B)<r(«,  7). 

Y(G,  B)  =  y(G,  A)y(A,B), 


t(C,  A)  =  -u(G,B)v(P,  a), 
t(A,  B)  =  t(G,B)y(«,  y), 
t(G,  A)  =  a(G,  A)T(a,  y), 
r.  V.  B)  =  a(A,  B)x(p,  a), 

Y(C,  B)-i(p,  «)i(«,  y). 
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Relativement  au  signe  du  A  d'un  point  \  h  d'une  droite  [3,  si 
l'on  prend  sur  S  deux  points  l>  et  l>\  el  si  l'on  désigne  par  oc  el  xf 
les  droites  \ I >  «* t  \l>\  toutes  les  droites  étant  dirigées,  il  résulte 
de  (?8)  que  le  produit  »i  \ ,  B)  a"(a,  (3  )  esl  le  même  pour  15  el  B  . 
el  nous  écrirons 


j  A(A,  p)  =    -i  \,  B)c|  x,  P), 

j   A(p,  A)  -  »(p,    a)7(l5,  \)=A|  l,p). 


La  transformée  pi  d'un   point  M,  le  transformé  M  d'une  droite 
jjl  doivent  être  tels  que  l'on  ait 

A  (M,  Tx)  =h-i,        a(jx,  M)  =  +  i; 

on  dirige  la  droite  u.,  ou  l'on  choisit  le  point  M  (comme  Ton 
choisit  sur  une  sphère  entre  deux  points  diamétralement  opposés  . 
de  façon  qu'il  en  soit  ainsi;  pour  la  droite  [/.,  qui  est  la  primitive 

d'un  point  M,  on  aura  donc 


ce  qui  donne 


A(£,M) 
A(M,  jx) 


D'après  (32),  les  rapports  des  à  de  plusieurs  points  et  d'une 
même  droite  ne  dépendent  que  de  la  conique  F,  et  l'on  a  un  fait 
corrélatif. 

14.  Pour  un  triangle  ABC,  dont  les  côtés  sont  portés  par  les 
droites  a,  p,  y,  on  définira  la  fonction  ponctuelle  et  la  fonction 
tangentielle  par  les  formules 


(33) 


\  <j(A,  B,  C)  =  <x(B,  C)x  A(A,a)=..., 
)   ci(a,    p,  Y)  =  °(P,   Y)  xA(a,A)=.... 


Pour  trois  points  A,  B,  G  et  trois  droites  X,  jj.,  v,  on  a 


(34) 


A(A,  X)     A(A,  ;jl)     A(A,  v) 

A(B,X)  

A(C.A)  


7(  A,  B,  C)<j(X,  (a,v): 


au  moyen  des  formules  (10),  on  a  une  formule  concernant  A,  B,  C 
et  L,  M,  N,  ou  x,  [3.  v  et  À,  ul,  v;  le  dénominateur  de  la  fraction 
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(2())csl  alors  cr(A,  13,  C),  comme  on   le  voit,  d'ailleurs,  directe- 
ment. 

15.  Etant  donnés  deux  points  A  et  1>,  affectés  des  coefficients 
<i  el  />,  on  définira  sur  la  droite  \B  le  point  résulta/il  C,  et  son 
coefficient  c,  par  les  formules 

<J(B,  G)        cr(C,A)        tr(A,B) 

(3>)  =  . = » 

<(  b  c 

où  n'intervient  que  la  conique   F;  au  moyen  de  (i3)  et  (3'2),  on 
aura  pour  toute  droite  o>  du  plan 

(  30  )  a  A  (  A ,  tu  )  -h  b  A (  B ,  w  )  —  c  A  (  G,  w  ), 

et,  par  suite,  pour  tout  point  O  du  plan 

(  aY(0,A)  +  ftY(0>B)  =  cT(0,C), 
(  aY(A,  0)-t-&T(B,0)  =  cT(C,  O). 

On  a  une  théorie  corrélative  pour  des  droites. 

Etant  donnés  un  point  M  et  une  droite  (a  rapportés  (avec  des  A) 
à  un  triangle  de  référence  ABC,  on  regarde  le  point  M  de  coeffi- 
cient i  comme  le  point  résultant  des  points  A,  B,  C,  affectés  des 

co   .           A(M.a)  , 

coetlicients  -— »  •  •  »,  et,  en  prenant  les  moments  par  rapport 

à  la  droite  \x.  on  a 

A(M,a)A(A,u) 


(38)  A(M,ji)  = 


A(A,a) 


Si  M  et  ]x  sont  le  point  P  et  la  droite  ic,  et  si  l'on  tient  compte 
de  (il),  on  a,  avec  les  notations  du  n°  12, 

.  „    .  .  _        cos  a  cos  A 

(39)  r.„,.te=___  +...  +  .... 

(Miette  relation  peut  remplacer  la  relation  (3o). 

§    III. 

16.     Voici  une  interprétation  sensible  de  la  métrique  aninvolu- 
tive.  Considérons   un   cône   isotrope    de   sommet    O,   el   un  cône 
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imaginaire  de  révolution  <l  axe  Os,  savoir 

u-  ■    r-      »  ■      ... 

c  '  r 

/■■'        i  '    !       .       s         o.  o        (    ■ 

J         sin  l 

a;,  yt  z  étant  des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus  direc- 
teurs d'une  droite  issue  de  O;  ces  deux  cônes  >«>ut  doublement 
tangents,  les  génératrices  de  contact  étant  les  isotropes  de  O  dans 
le  plan  x(  )y\  ils  définissent  une  corrélal  ion  générale  autour  de  O, 
le  cône  isotrope  étant  l'enveloppe  des  plans  autoconjugués,  le 
cône  de  révolution  étant  le  lieu  des  droites  autoconjuguées,  de 
sorte  que  le  pseudo-angle  de  deux  plans  est  L'angle  véritable,  el 
<pie  le  pseudo-angle  de  deux  droites  est  relatif  au  cône  de  révo- 
lution; les  coordonnées  du  plan  transformé  d'une  droite  soûl 
données  par  les  formules 


//  v  w  sin  G 

—  ./•  eus  <7     -  y  sin  G  z- 


l     x  sin  6 

-\-  y  cosë 

\       «ni 

1     II             V 

te  sin  G 

X  "  Y 

,3 

(4o) 


l'axe  OX.  faisant  avec  Ox  l'angle  -  — £  ;  pour  le  plan  primitif  '.  on 

change  S  en  —  S.  Faisons  maintenant  correspondre  à  toute  droite 
OM  issue  de  O  une  droite  OM7  dont  les  coordonnées  homogènes 

seront  xr  =  x.  y'  =  y.  z'  =    ."  „»  de  manière  à  faire  correspondre 
;  ^         ^  '  suiG  ' 

au  cône  de  révolution  le  cône  isotrope  x12  -\-y12  -\- z*2  =  o  :  le 
pseudo-angle  de  deux  droites  a  et  Jii  relativement  au  cône  de  ré- 
volution sera  égal  à  l'angle  véritable  des  droites  correspondantes 
y.1  et  p;;  dès  lors,  étant  donnée  une  figure  conique  F,  on  considé- 
rera en  même  temps  la  figure  correspondante  F',  et  Von  prendra 
les  angles  des  plans  sur  la  figure  F,  les  angles  des  droites 
sur  la  figure  F';  on  peut  observer  que  la  figure  F'  est,  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie  conique,  homologique  de  la  figure  F,  l'axe 
d'homologie  étant  Oc,  le  plan  d'homologie  «'tant  xOy.  Pour 
plus  de  clarté,  on  considérera  les  choses  sur  une  sphère  de 
centre  O,  de  rayon  i,  dont  les  points  M  et  les  grands  cercles  u, 
correspondront   ;m\   droites   (dirigées)  et  aux   plans   qui   passent 
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par  <):  on  regardera  cette  sphère  comme  une  surface  de  révo- 
lution d'axe  0.3,  les  points  V  et  I\  sur  zz'  seront  les  pôles,  les 
grands  cercles  passant  par  ces  points  seront  les  méridiens;  on 
aura  l'équateur  r:.  et  nous  aurons  à  considérer  les  parallèles.  A 
tout  point  M  correspondra  un  point  auxiliaire  M'  situé  sur 
le  même  méridien,  et,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  sphé- 
rique,  la  figure  F'  déduite  d'une  figure  F  est  homologique  de 
celle-ci,  avec  P  comme  centre  d'homologïe  et  r.  comme  axe  d'ho- 
mologie;  on  prendra  les  angles  véritables  des  grands  cercles  u.,  et 
la  pseudo-dislance  de  deux  points  A  et  B  sera  donnée  par  la  dis- 
tance sphérique  A'B';  sur  l'équateur.  la  pseudo-distance  sera  ki 
vraie  distance;  nous  écrirons 

a3  =  (a.  B),  AB  =  A'B'. 

La  droite  A  =  o,  z  =  o,  ou  OX,  ou  OU  sur  la  figure,  avant 
pour  transformé  le  plan  z-Oj-,  on  voit  que  G  est  le  paramètre 
de  l'équateur  tz  dirigé  de  Ox  vers  Or;  c'est  aussi  le  paramètre 
du  point  P. 

17.  En  Géométrie  conique,  l'espace  est  orienté,  les  plans  sont 
orientés,  les  droites  sont  dirigées  :  dans  un  plan  orienté,  l'angle 
de  deux  droites  dirigées  a  un  signe,  et  corrélativement,  autour 
d'une  droite  dirigée,  l'angle  de  deux  plans  orientés  a  un  signe: 
ces  questions  sont  étudiées  dans  un  Opuscule  ayant  pour  titre  : 
Géométrie  dirigée.  Sur  la  sphère,  qui  est  orientée,  les  grands 
cercles  sont  dirigés,  et  l'on  distingue  deux  points  diamétralement 
opposés,  M  et  M,,  le  point  M  correspondant  à  la  droite  OM 
dirigée  de  O  vers  M  :  sur  un  grand  cercle  dirigé,  la  distance  entre 
deux  points  a  un  signe,  et,  corrélativement,  autour  d'un  point 
qui  n'est  pas  indifféremment  Al  ou  M,,  1  angle  de  deux  grands 
cercles  dirigés  a  un  signe.  Relativement  à  l'orientation  de  l'espace, 
nous  disposerons  les  axes  0.r,  Or,  O;  comme  sur  la  figure, 
Ox  et  Oy  étant  placés  comme  en  Géométrie  plane  :  l'espace  est 
orienté  de  droite  à  gauche  pour  tout  observateur,  de  Or  vers  O; 
pour  l'observateur  Ox,  ...  ;  sur  la  sphère,  les  angles  autour  d'un 
point  sont  alors  positifs  de  droite  à  gauche.  En  raison  de  ce  qui  a 
été  dit  au  n"  13,  le  grand  cercle  transformé  et  le  grand  cercle  pri- 
mitif d'un   point   sont   dirigés  de   droite   à   gauche  autour  de  ce 
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point,  de  sorte  que  !<•  |»<»ini  primitif  el  !»•  point  transformé  d'uti 
grand  cercle  dirigé  sonl  dans  le  même  des  deu*  hémisphères 
déterminés  par  ce  grand  cercle  :  pour  le  poinl  P  sur  Os,  le  grand 
cercle  transformé  el  !<■  grand  cercle  primitif  sont  L'équateur  - 
dirigé  de  Ox  vers  <)>.  el  ils  sont  de  même  sens  parce  qu'il 
s'agit  de  métrique  à  deux  dimensions;  pour  l\,  on  a  tg  dirigé  en 
sens  contraire,  >oit-,.  Les  paramètres  sont  ions  positifs,  compris 
entre  deux  I  uni  les  S  et  t.  —  o  d'après  les  formules  (i  i);  en  Géo- 
métrie conique,  les  paramètres  seraient  désignés  par  z  pour  une 
droite  ou  axe,  par  0  pour  un  plan,  mais,  sur  la  sphère,  nous  avons 
désigné  par  0  le  paramètre  autour  d'un  point,  par  T  le  paramètre 
sur  un  grand  cercle,  par  analogie  avee  la  Géométrie  plane;  T  se 
change  en  7t  —  T  quand  on  change  le  sens  du  grand  cercle,  <:t  les 
paramètres  de  deux  points  opposés  M  et  AI,  sont  8  et  r:  -  0  ;  avec 
ces  paramètres  positifs,  o"(A,  B)  change  de  signe  quand  on  change 
le  sens  du  grand  cercle  AB,  et  y(a,  Jj)  dépend  pour  le  signe  du 
point  M  ou  M,  autour  duquel  on  le  considère;  avec  T  et  t:  —  T, 
on  a  le  conjugué  d'un  point  M  sur  un  grand  cercle  dirigé  p  en  por- 
tant le  paramètre  T  à  partir  du  point  M'  dans  le  sens  positif  sur  o', 
et  en  prenant  le  point  JN  qui  correspond  au  point  V  obtenu  :  on 
a  un  exemple  sur  la  ligure,   p  étant  un  méridien,  auquel  cas  o'  se 

confond  avec  o,   le  paramètre  est -^  et  Ton  prend  M/N'==-;   si 

l'on  change  le  sens  du  grand  cercle,  il  faut  porter  t:  —  T  dans  le 
sens  contraire  au  premier,  et  l'on  a  le  point  opposé;  le  conjugué 
d'un  grand  cercle  dirigé,  autour  d'un  point,  est  de  la  même  façon 
un  grand  cercle  dirigé.  Le  paramètre  d'un    point  de   l'équateur 

étant  -j  on  aura  9  <<  ■"  pour  les  points  situés  du  même  côté  que  I* 
par  rapport  à  l'équateur  ;  le  paramètre  d'un   méridien  étant-?  on 

aura  T  <<  -:  quand  le  grand  cercle  tourne  de  droite  à  gauche 
autour  de  P;  le  point  P,  l'équateur  -  dirigé  de  Ox  vers  O  v\  ont 
pour  paramètre  S  <C  -• 

1  'À 

18.   Sur  la  fig.  i  on  a 

^  I*  et  son  coojugué  R, 
I  n  méridien  pi 

(   M  et  son  conjugue  N 
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et,  en  prenant  les  éléments  transformés, 


—  \   -  et  ^<ni  conjugué  p, 
Le  point  K   <   _ 

(    ;ji  et  son  conjugué  /  ; 


les  paramètres  sur  p  et  en  H  étant    :,  de  sorte  qu'on  a 


(40 
la 


•2 


(jX,  v)   =         , 


si  l'on  considère  o  changé  de  sens,  soit  p,,  et  aussi  R,  oppose'-  à  K, 
N  a  pour  conjugué  M  sur  o,,  v  a  pour  conjugué  t.  autour  de  R|, 


Fis:,  i 


R,*— 


et,  par  suite,  M  et  N  étant  conjugués  sur  p,  IN  et  M  l'étant  sur  p<, 
ut  passe  enN,  et  v  passe  en  M.  En  R,  le  conjugué  de  p  est";  sure, 
le  conjugué  de  II  csl  P.  Enfin  : 

Sur  -.  le  conjugué  de  R  esl  R,         G  =  RR, 
Sur  |7.  \  esl  R,        T0=  YK. 

Sur  7.  M  est  l!,.        T  -  M'ÏÏi^; 
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en  même  i  < ■  i  n  j  i  s  : 

En   P,  p  est  le  conjugué  de  pi,  (■  t),         <~       (pi,p)i 

En  M.  v  -  p,,  0  8       (pi,v), 

En   N,  [x  »  p,  80      !  [x,  p  ).        80=  (  p,  [x), 

puisque,  par  exemple,  Le  conjugué  <!<•  p  sérail  le  transformé  «le  II  ; 
on  a  m is  T  el  0  pour  v  et  M  que  l'on  étudiera,  et  d'ailleurs  on  a 

td    9,  e.=ï. 

Pour  avoir  a  d'après  M,  ou  inversement,  on  appliquera  la  pro- 
priété V\\\  -—G,  et  l'une  ou  l'autre  dos  propriétés  (40»  (42)  :  ';| 
seconde  montre  que,  si  M  décrit  le  méridien  IM»,  le  plan  de  u. 
tourne  autour  de  OU  en  restant  perpendiculaire  au  plan  MOK;  le 
primitif  u  de  M  serait  symétrique  de  pi  par  rapport  au  méridien  p 
du  point  M,  sauf  le  sens;  si  l'on  se  donne  u,  son  primitif  e>l  M, 
et    son    transformé    serait   le   symétrique  de    M    par   rapport    au 

plan  sOA  perpendiculaire  au  plan  de  u.. 

19.  On  a,  par  la  définition  de  M',  et  en  prenant  des  valeurs 
absolues, 

_...       tangRM 

U3)  tangRM'  =  — £ , 

sine 

(44)  RM'=AH, 

cette  dernière  relation  résultant  de  ce  que  l'on  a 

tanffRM'=  tan-KM.  =  tangARH  =  tangAH; 
sinRR 

cela  détermine  M'  d'après  M  sur  la  sphère  elle-même,  indépen- 
damment de  l'homologie  déjà  signalée;  comme  on  a  an  — 1 
RN'=  AK,  on  vérifie  l'accord  des  formules  (/ji)  et  (42)- 

20.    Le  triangle  rectangle  MRR,  et  le  triangle  v'pp  ou  PM'R,  <pn 
a  un  coté  égal  à  -j  donnent,  au  moyen  de  la  formule 

cos  l>  =  cos  h  sinC 
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el  de  la  formule  corrélative,  en  tenant  d'ailleurs  compte  de  (44)> 

cosM  -  cosRRsinARH  =  cosRR  cosPM', 
cosM'Ri=   cosP    sinPM'  =   cosP  cosARH, 

et  l'on  ;i,  pour  le  point  M  et  le  grand  cerele  v, 

l  cosô  =  cosfë cosPM'=  cosScosPM, 

f   cosT  =  cosc  cos(-,  V  ), 

c'est-à-dire  les  formules  ( i  i ) ;  on  vérifierait  au  moyen  de  ces  for- 
mules les  relations  T0  =  0,  0()  =  T. 

Pour  la  formule  (12),  si  l'on  reprend  les  deux  cônes  considérés 
au  début,  un  cône  G  qui  leur  est  doublement  tangent  dans  des 
conditions  analogues  à  celles  du  n°  8  est  un  cône  de  révolution 
d'axe  O.S,  et  la  trace  de  ce  cône  sur  la  sphère  est  un  parallèle  G  : 
un  grand  cercle  v  tangent  à  ce  parallèle  et  un  point  M'  du  paral- 
lèle (M'  étant  ici  un  point  considéré  en  lui-même,  et  non  plus  le% 
point  auxiliaire  de  M)  doivent  avoir  leurs  paramètres  liés  par  la 
formule  (12);  on  doit  avoir 

sinT  sinO'=  sin  (E, 

et  on  Je  voit  par  le  triangle  IM'RR.  Si  M'  va  de  K  en  P,  son  para- 
mètre 6'  décroît  de  -  à  C,  et  en  même  temps  le  paramètre  M' K  du 


grand  cercle  v,  croît  de  G  à  -  • 


21 .  Dans  l'espace,  on  partira  d'une  corrélation  générale  entre 
des  points  M  et  des  plans  m.  Les  éléments  autoconjugués  don- 
neront une  quadrique  F,  un  complexe  a,  une  quadrique  /',  et  les 
deux  quadriques  F  et  f  auront  en  commun  quatre  droites  AD, 
DB,  BG,  GA  :  si  l'on  se  donne  F  et /",  il  reste  un  paramètre  pour 
la  corrélation  générale;  avec  un  tétraèdre  de  référence  dont  les 
arêtes  autres  que  AB  et  GD  forment  le  quadrilatère  gauche  ADBG 
ci-dessus,  on  partira  des  formules 

(46)  ±  =  _L=-=JL. 

ay        ((  x        -il        -x  z 
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(  )n  définira  \l>  par  rapporl  à  l\  stp  par  rapport  à  0,  el  ab  pai 
rapporl  à  /.  On  aura  Ai  \,  ^/  i  z  —  A(c/,  \  i.  Le  moment  de  deux 
droites  y  et  3  sera  défini  au  moyen  <!<is  deux  droites  <|iu  rencon- 
trent x,  j  ci  leurs  transformées  (<>n  leurs  primitives)  :  on  aura 
Oïl  (  a,  3  )  =  ,')R  (3,  a);  on  définira  "ia,  3).  Pour  deux  droites  qui 
se  coupent,  on  appellera  moment  réduit  la  quantité  fr(a,  p) 
définie  précédemment . 

\ \  ce  ii ii  tétraèdre  de  référence,  on  aura  pour  un  point  et  un  plan 
une  formule  analogue  à  la  formule  (38).  Pour  deux  droites 
dirigées,  on  aura 

les  arêtes  dirigées  du  tétraèdre  étant  a,  p,  v,  a',  [}',  ■/«  La  formule 
qui  donnera  le  co  m  ornent  de  deux  droites,  si  l'on  suppose  ees 
deux;  droites  confondues,  donnera  la  relation  enlre  les  coor- 
données normales  d'une  droite  :  en  définissant  alors  une  droite 
par  deux  points  A  et  B,  ou  par  deux  [dans  a  et  b,  on  aura  les 
expressions  des  quantités  5" (A,  B)  et  ?(#,  h)\  cette  idée  peut  don- 
ner d'autres  formules. 

Etant  donnés  un  point  A  et  un  plan  /;,  menons  par  A  une 
droite  a,  par  a  un  plan  a,  et  soient  B  et  rfi  les  traces  de  la  droite  a 
et  du  plan  a  sur  le  plan  b  ;  tous  les  éléments  étant  dirigés,  on 
définit  le  siçne  d'un  A  en  écrivant 

j  A(A,ô)  =  ofI  A,  B)<f(af  P)<r(a,6), 

ce  qui  donne  A(  A,  6)  =  —  A(6,  A).  Pour  deux  droites  [j  et  a,  si 
l'on  mène  par  a  un  plan  r/  coupant  JiS  en  B,  le  théorème  des  quatre 
éléments,  démontré  dans  l'Ouvrage  cité,  donne  la  formule 

|  fa)  01i(p,  ai  ==  A(3.  a)  x  ^(B,a), 

22.   Si,  dans   le  quadrilatère  gauche  ADBG  dont   on  a  parlé, 

C  et  D  sont  les  points  cycliques  d'un  plan  perpendiculaire  à   la 

droite    \B,  les   deux  quadriques  F  et  /sont  de   révolution;   en 

prenant    pour  origine    le    milieu   0   de   AB,    pour  axe    des    c    la 

xxvi.  ,3 


i)i  — 


droiteOB,  ....  cl  on  mettant  l'équation  d'un  j)lan  sous  la  forme 
ua    \-  vy-\-  wz — i=. o,  on  aura  les  formules  de  transformation 


(  5o  ) 


x  sin  9  -i    r<';)^'^        —  .rcoscp    .  ^sinçp 


///^ 


// 


P 


dans  ces  conditions,  si  l'on  fait  tourner  une  figure  autour  de  Os, 
ses  cléments  métriques  aninvolulils  restent  invariables;  il  en 
résulte  que,  d'une  manière  générale,  il  existe  en  nombre  simple- 
ment infini  des  figurés  ayant  mêmes  éléments  métriques  relative- 
ment aux  deux  quadriques  F,  f  et  au  complexe  ©,  qui  naissent 
dune  corrélation  donnée. 

23.  Les  paramètres  seront  :  T  sur  un  rayon,  8  autour  d'un  point 
dans  un  plan,  t  autour  d'un  axe.  On  aura  de  plus  pour  chaque 
plan  O  un  paramètre  G,  pour  chaque  point  O  un  paramètre-:;  l'es- 
pace aura  un  paramètre  0.  Dans  un  plan,  par  exemple,  les  quan- 
tités <r( A,  13,  C)  et  <x(a,  3,  y)  sont  déii nies  par  les  formules  (33); 
or,  en  prenant  la  quantité  s  (A,  B,  C)  dans  la  correspondance  par 
polaires  réciproques  que  définit  la  conique  directrice  F,  et  la  quan- 
tité 5(a,  fi,v)  dans  la  correspondance  que  définit  la  conique  ce, 
on  a 


(5i) 


g(A,B,C)  =  <r(q,p,T) 
5(A,  P>,  C)  "    *(a,  fi,  7; 


const ,  = 


1 


si  11  (r 


comme  on  peut  le  vérifier  dans  un  cas  particulier  sur  le  triangle 
M\K  ou  [/.vp  de  la  figure  ci-dessus;  on  a  déjà  écrit 


»(A,B) 


sinAB 
si  a  T 


et  l'analogie  conduit  à  dire  que  U  est  le  paramètre  du  plan. 
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SUR  LA  FORME  DES  LIGNES  GÉODÉSIQUES  A  L'INFINI 
ET  SUR   LES   GÉODÉSIQUES   DES  SURFACES  RÉGLÉES  DU  SECOND  ORDRE 

Par   M  .    1 1  \n  \  \i  \  r  d. 

Dans  un  précédent  Travail  (')  j*ai  montré  que.  sur  une  surface 
à  courbures  opposées,  toute  nappe  infime  évasée  (2)  peu!  être 
considérée  comme  limitée  par  une  géodésique  fermée,  qu  on 
peul  appeler  la  ligne  de  gorge  de  cette  nappe,  el  telle  que  toute 
géodésique  qui  traverse  cette  ligne  pour  entrer  dans  La  nappe 
s'éloigne  ensuite  constamment  et  indéfiniment  sur  celle-ci. 

Ne  peut-on  rien  dire  de  général  sur  la  forme  des  géodésiques 
qui  s'éloignenl  ainsi  à  l'infini? 

L'étude  du  paraboloïde  hyperbolique,  et  .surtout  celle  de 
l'hyperboloïde  réglé,  vonl  nous  donner  à  cel  égard  quelques  ren- 
seignements, en  même  temps  qu'elles  nous  fourniront  certaines 
vérifications  intéressantes  <\c>  théorèmes  généraux. 

* 

Hyperboloïde .  —  Soit  l'hyperboloïde  à  une  nappe 

£  +  £-,-5=,        (A>o,B>o,C<o); 

on  sait  que  la  théorie  des  surfaces  liomofocales  permet  de  repré- 
senter les  coordonnées  d'un  point  de  celle  surface  par  les  for- 
mules 

,      A(A-hX)(AH-[i) 


(o  '  y\ 


(A  — B)(A  — G) 

B(B-t-X)(B-h  yp 
(B-G)(B  -A) 

G(GH-X)(G-+-fi) 


(  (C  —  A)(C  —  15  ) 

et  que,  dans  ces  conditions,  L'élément  linéaire  prend  la  forme 

À  d):1  a  du.* 


,  =  a  -  ^  r a. 

4       UA-hX)(B 


ds*  -~ 


t       r 


X)(Ch-A)       (A-H»(B-+-{ji)(G-h  ii) 
a  varie  en  Ire  —  A  et  — ■  I>,  u,  en  ire  —  C  et  -h  oo;  de  sorte  que 


,'  '  )  Comptes  rendus  de  V  [cadémie  des  Sciences,  t.  CXXIV,  p.  i5o3. 
(2)  Voir,  pour  !<•  sens  de  ce  mot,  la  Note  citée. 
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la  surface  esl  représentée,  sur  le  plan  des  Au,  par  la  région  déi 
mitée  sur  la  fig.  i.  Celte  région  doit  être  considérée  comme 
superposition  de  liuil  feuillets  qui   se  distinguent   les    uns   d 
autres  par  les  signes  des  coordonnées  x,  y,  z\  la  traversée  de 

Fig.   .. 


II- 
la 
es 
la 


ligne  ul  =  —  C  (ellipse  de  gorge)  correspondant  au  changement 
de  signe  de  s,  pendant  que  les  traversées  des  lignes  a  ==  —  A, 
A  = — B  (hyperboles  principales)  correspondent  respectivement 
au  changement  de  signe  de  x  et  au  changement  de  signe  (\ey. 

En  vertu  delà  forme  de  l'élément  linéaire,  l'équation  des  lignes 
géodésiques  est 


(■->•) 


J  dlva-k)(A+iKB 


X)(C  -+-X) 


J   ^V  (u-*)(A4-u)(B-hu)(C  +  u) 

(les  deux  constantes  arbitraires  étant  k  et  la  constante  addilive  / 
due  aux  quadratures);  ou,  sous  forme  différentielle 


(a') 


d    y   (  X  -  k)i  A  +  X )(  B  -+-  X)( C  -+-  X  ) 


cfo 


(  a  —  k  )  (  A  -+-  ijl  )  (  15  +  ;jl  )  (^  G  -i-  U  ) 


,//, 


f  désignant  une  variable  auxiliaire. 
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La  quantité  /.  doil  être  comprise  entre  /  <•!  m1  pour  que  !<•  rap- 

(//.  ,   ,  ,  .  .,  . 

porl        soil  réel.  Si,  par  conséquent,  nous  envisageons  d  abord 

Ir  paramètre  u,  nous  voyons  que  cette  quantité  peu!  varier  depuis 
l;i  plus  grande  des  quantités       (  *.  /.  jusqu'à  -i  -  /  . 

Si  jj,  csi  croissant  à  un  moment  quelconque,  il  croit,  dans  toute 
la  suite,  constammenl  el  indéfiniment.  Si,  au  contraire,  u  est  ini- 
tialement décroissant,  il  décroît  jusqu'à  ce  qu'il  ail  atteint  sa 
limite   inférieure,  ce  <|in   arrive,    si  /•/—(],   lorsque  t  .■>  varié 

(I  une  certaine  quantité  finie,  u  redevient  alors  croissant  el  aus:- 

l  i  o 

mente  indéfiniment . 

Si  la  limite  inférieure  est  -G,  la  géodésique  traverse  l'ellipse 
«le  gorge  ci  passe  de  l'une  à  l'autre  des  deux  moitiés  (  1 1 ; i j > j > * -^  in- 
finies)  que  celte  ellipse  détermine  sur  la  surface. 

Si  la  limite  inférieure  est  A",  il  n'y  a  pas  changement  de  feuillets 
lorsque  ku.  atteint  celle  limite*  La  géodésique  ne  traverse  pas  le 
cercle  de  gorge;  elle  vient  de  l'infini  cl  y  retourne  sur  la  même 
nappe 

Nous  trouvons  bien  là  les  deux  catégories  générales  de  géodé- 
siques  prévues  par  la  théorie  (\v>  surfaces  à  courbures  opposées 
cl  obtenues  par  Halphen  (M  pour  le  cas  de  l'hyperboloide  de 
révolu  lion. 

Si  enfin  le  =  —  C  et  que  u.  soil  initialement  décroissant,  il  sera 
décroissant  pour  toute  valeur  de  /et  tendra  vers  — C  pour  t  =  yz. 

Quant  à  )>,  il  est  clair  qu'il  oscillera  entre  les  deux  valeurs  — A 
et — B  si  A \> — 13;  à  chaque  oscillation  simple,  t  variera  d'une 
même  quantité,  fonction  de  /« ,  à  savoir 

J_K    '/yVa--'0(A+-X)(B-4-X)(C-Oo' 

Nous  pourrons,  pour  abréger,  représenter  cette  expression  par 
le  symbole  [ — A,  — B],  en  désignant,  d'une  manière  générale, 
par  [a,,  a2]  l'intégrale  analogue  à  (3)  étendue  entre  les  limites 
A,,  Ao  et  prise  en  valeur  absolue. 

Les  contacts  avec  les  lignes  A  =  —  A,  À  = —  B  correspondront 
respectivement,  dans  l'espace,  à  des  changements  de  signe  de  x 
et  de  )%  de  sorte  qu'i7  ny  a  retour  au  feuillet  primitif  qu 'au- 


(')  Traite  des  fondions  elliptiques,  t.  II,  Cbap.  VI. 
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bout  de  (Icii.r  oscillations  doubles,  ce  système  <!<•  deux  oscilla- 
lions  doubles  donnant  une  circulation  autour  de  l'hyperboloïde. 

Combinons  ce  que  nous  venons  de  trouver  relativement  à  la 
variation  de  \  avec  ce  qui  a  élé  précédemment  obtenu  pour  ;;., 
en  prenant  d'abord  le  cas  de  k  =  —  C  (fig.  1).  Comme,  dans  ce 
cas,  t  augmente  indéfiniment  lorsque  u.  tend  vers  —  C,  A  effec- 
tuera une  infinité  d'oscillations;  autrement  dit,  la  géodésique 
s'approchera  indéfiniment  de  l'ellipse  de  gorge  en  s'enroulanl 
indéfiniment  autour  d'elle;  c'est  une  asymptote  à  l'ellipse  de 
gorge,  dernière  catégorie  de  géodésiques  prévue  par  la  théorie 
et  obtenue  par  Halphen  sur  l'h yperboloïde  de  révolution. 

Considérons  au  contraire,  k  étant  quelconque,  ce  qui  se  passe 
lorsque  u.  augmente  indéfiniment.  Dans  ces  conditions,  nous 
avons  vu  que  t  reste  fini.  Donc  A  n'effectue  (/liun  nombre  limité 
d' oscillations  et  Lend finalement  vers  une  valeur  limite  a0  ;  en 
d'autres  termes,  la  ligne  figurative  de  la  géodésique  sur  le  plan 
de  /u,  a  une  asymptote  verticale. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  le  point  (a,,  u,)  pris 
assez  loin  sur  la  géodésique  pour  que  A  et  p.  n'atteignent  plus 
leurs  valeurs  extrêmes  entre  ce  point  et  l'infini,  la  quantité X0  scia 
déterminée  par  la  condition 

(4)  [Âo,  *i]  =  I>i,  «], 

A0  est  ainsi  exprimé  en  fonction  des  âcux  constantes  arbitraires 
k  et  /  (car  il  est  à  noter  que  la  constante  /  ligure  effectivement 
dans  la  relation  précédente). 

Nous  avons  supposé  A\>  —  B;  dans  le  cas  contraire  ('),  la 
limite  supérieure  de  X  serait  k  et  il  semblerait  au  premier  abord 
que  A  puisse  osciller  un  nombre  quelconque  de  lois  entre  cette 
limite  supérieure  et  la  limite  inférieure  —  A. 

La  théorie  générale  montre  immédiatement  qu'il  n'en  est  rien 
et  que  la  géodésique  ne  peut  rencontrer  deux  fois  la  ligne  "k  =  —  A  ; 
car  (en  l'absence  de  toute  rencontre  intermédiaire  avec  X  =  —  13) 
l'arc  de  géodésique  compris  entre  les  deux  intersections  en  ques- 
tion formerait  avec  l'arc  de  l'hyperbole  principale  terminé  aux 
mêmes  extrémités  un  biàngle  géodésique  réductible,  ce  qui  ne  se 
peut. 


(:  i  L'hypothèse  /.•  = —  13  n'offre  aucune  particularité  importante. 
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D'où  provienl  ici  celle  impossibilité? Comme  la  variation  totale 
de  /,  lorsque  l'on  suil  la  géodésique  sur  son  parcours  indéfini 
dans  lo  deux  sens,  est  égale  à  2[— C,  »],  l'oscillation  double 
scia  impossible  si  I  <>n  a  I  inégalité 

2|    -   A,/«|        2hC»]. 

Il  csi  remarquable  que  la  démonstration  de  cette  inégalité  et 
d'autres  analogues  <| ne  nous  trouverons  plus  loin  puisse  se  faire 
par  la  même  méthode  que  j'ai  employée  ailleurs  (')  à  propos  du 
mouvement  du  corps  grave  de  révolution,  et  qui  consisté  à  em- 
ployer la  théorie  des  fonctions  de  variables  complexes. 

Nous  considérerons,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  X  : 
i"  un  laeel   L,  (Jtg-   2)  partant  de  A  —  -+-  oc  et   y   revenant  après 

Fig.  2. 


L, 


circulation  autour  du  point  X- —  =  C,  ce  lacet  étant  parcouru 
dans  le  sens  positif  sur  sa  branche  supérieure;  2°  un  lacet  L2  en- 
tourant les  points  À  = —  A,  A  =  À;  3°  un  lacet  L;}  entourant  les 
points  X  =  —  B,  X  =  o,  ces  lacets  étant,  comme  le  premier,  suivis 
en  sens  positif  sur  leurs  branches  supérieures. 

La  fonction  I/7* 7— — i tttt; ^rm ^   sera   holomorphe 

y   (  a  —  k) (  A  +  X  ) ( B  -+-  à  )(  G  -h  à )  ' 

dans  l'aire  comprise  entre  ces  trois  lacets  et  un  cercle  de  rayon 
très  grand;  si  elle  est  positive  sur  la  branche  supérieure  de  L,, 
elle  sera  négative  sur  la  branche  supérieure  de  L2  (l'argument  de 
la  quantité  sous  le  radical  variant  de  —  2%  lorsqu'on  passe  de 
l'une  à  l'autre  en  restant  dans  la  moitié  supérieure  du  plan)  et 
positive  sur  la  branche  supérieure   de   L3.    Comme   l'intégrale   le 


Bulletin  des  Sciences  mathématiques ,  2e  série,  t.  XIX;  octobre  i8q5. 
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(5) 


long  du  grand  cercle  est  infiniment  petite,  le  théorème  «le  Cauchj 

donne 

•i[-  <:,  x|-^|- a,  k -j-f-  •>.[-  B,  <>]=<>, 

par  conséquent  le  résultai  demandé» 

Examinons  maintenanl  quelle  sera,  dans  l'espace,  I  allure  de  la 
géodésidue  à  l'infini.  Pour  cela,  nous  partirons  de  l'équation 
en  a,  ul,  qui  n'est  autre  <jue  Inéquation  (4)  où  "k{  et  [*,  sont  rem- 
placés parXet  ul  i  nous  développerons  le  premier  membre  suîvanl 
les  puissances    de   \ — X0,    et    le   second    suivant    les    puissances 

de  -—  >  soh 

vV  . 


*      -       /  Xo 

(  A        ° )  V  \X -  k ) <  A  h-X0)(B  +  X0)(C  +  X(,  " 
,     /  /  _,  \  —  M  —  C 


Substituant  dans  les  équations  (i),  il  vient 


x 


\ 


(A  —  B)(A  —  G) 


y/A -^  À0  y/.A -M  / 


/(X0-A: )  (  B-j-X0)(G-f-X0~) 

Xo 
^  C  À  „  —  /•  k  G  +  X  ô  )(  A  -f-  À  „  ) 


/-(X(t^A-)(A-h-X„)(B-^X0) 

Xo 


les  termes  non  écrits  étant  infiniment  petits. 

Donc,  la  géodésique  est  asymptote  à   une  droite;  et  nous 
noterons  que  la  position  de  celle-ci  dépend  à  la  fois  de  )M)  et  de  k. 

Paiaboloïde.    — *    Les    choses    se    passent   d'une    façon    assei 
analogue  sitr  le  paraboloïde  hyperbolique  dont  l'équation  est 


T1 

T 


y* 
B 


I  \  >  o:   15  <  o) 


et  la  représentation  en  coordonnées  elliptiques 


(6) 


A(A-f-X)(A-hti) 
B-A        "' 

Bi  B4-X)(B-hfji) 


r-  - 


A  —  B 

m-4-A-h  B. 
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La    surface    <•>!    représentée    sur   I»'   plan   des    X|A    par  quatre 
feuillel  9  recouvra  ni  l'angle  droil 

/  V.        :,  B 

(  ftg.  3)  <'i  se  raccordant  entre  <mi\  suivant  ses  côtés.  Sur  la  sur- 
face, ces  feuillets  correspondenl  à  quatre  secteurs  disposés  autour 

Fig.   3. 


du  sommet,  de  sorte  que  chacun  d'eux  est  adjacent  à  deux  autres 
et  opposé  à  celui  qui  reste. 
L'élément  linéaire  étant 


ds- 


4      |.(A-hX)(B-+-X)    "(A+|x)(Bh-hi)J 


une  géodésique  quelconque  est  représentée  par  l'équation 


( 7  >     fdl  v/(X-*)(a!»(B  +  »  =/</;I  v/fTT 


/f)(A  -+-  fiXHH-  p) 


les  deux  constantes  arbitraires  étant,  comme  précédemment,  Â  et 
la   constante   /  des  quadratures.   Nous   désignerons   par  (à,,  À2) 

I/75 .  w  .     \  ■  ,  „ rri   prise  en  valeur  absolue. 

X|    y   (X  — /c)(Ah-  a)(B  +  X)     ' 

La  formule  (-)  mou  Ire  que  /r  est  compris  entre  A  et  u,  et  que 

l'une   quelconque    des    quantités    X,    u.,    si    elle    a    commencé   ii 

croître  en  valeur  absolue,  continue  à  varier  dans  le  même  sens; 

mais  que,  si  elle  est  initialement  décroissante  en  valeur  absolue, 
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elle  atteint   une  certaine  valeur  limite  à    partir  de  laquelle   son 
module  rcdevienl  croissant. 

En  un  mot,  chacun  des  paramètres  A  et  [x  pari  de  l'infini  (né- 
gatif  pour  A,  positif  pour  u.)  et  y  retourne  (1)  après  avoir  passé 
par  un  certain  module  minimum  (/.  ou  —  A  pour  a,  A  ou  —  1> 
pour  ul).  De  ees  minima  <le  |  A|  et  de  p.,  l'un  au  moins  correspond 
à  un  changement  de  feuillets;  les  deux,  si  k  est  compris  entre 
—  A  et—  B. 

L'intégrale  (À(,  X)  est  infinie  avec  |a|  :  pour  étudier  l'allure  de 
la  géodésique  à  l'infini,  nous  écrirons  la  formule  (~)  sous  la 
forme 


lo 


—  /      dp 


I  J 

A 

fva- 

-k){ 

A  .-+-).)(  B  + 

X) 

Y- 

I 

(;jl  —  k){  A  H-  jx)(  Ï3  -f-  |jl) 


(les  radicaux  élanl  pris  positivement)  :  nous  constatons  alors  que 
-  lend  vers  une  limite  q  donnée  par  l'équation 


(8) 


&  V    A,  /         Jh  II  V    (A  -  k)(  A  -+-  A  )(B  -h  A 


=  o. 


Mais  nous  pouvons  développer  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (7)  suivant  ]es  puissances  de  — y  et  de  -  respectivement, 
puis  intégrer  :   la  relation  précédente  donne  la  valeur  de  la  con- 


stante d'intégration  et  il  vient 


log(-X) 


A  +  B 


k 


A 


log(—  y)  +  Iog»i. 


ou,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres 
V  ■+-  B  —  k  /  \  +  B 


X  -+- 


les  termes  non  écrits  élanl  infiniment  peli Ls . 


('  )  Il  y   ;i  exception  pour  /« 
principales) 


\  ou  /.  B  (asymptotisme  aux  paraboles 
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noue  la  ligne  figurative  <!<•  la  gêodésique  a  une  asymptote. 
I.d  gêodésique  elle-même  a  également  une  asymptote  dans 
V espace  :  car.  en  substituant  dans  les  formules  (6)  la  valeur" 
trouvée  pour),  en  fonction  <!<■  u,  il  vienl 

\   i  —       -h  -  (  i  ■+■ 

7  '  7 


«S', 


(  '        \    ■  I  ^    '" 


-h 


r  = 


B(.       -,        ^-V,       ' 


\      \  -    i; 

V        15  —  /. 

H(i-y)  +  A  +  B ii       y  )  -+- . 


;.) 


Nous  avons,  maintenant,  è  nous  demander  ce  qui,  dans  le  cas 
général,  correspond  aui  résultats  obtenus  (relativement  à  I;»  forme 
des  géodésiques)  sur  les  nappes  infinies  de  l'hyperboloïde. 

On  peu!  remarquer,  à  cet  effet,  que,  lorsque  le  point  mobile 
s'éloigne  à  l'infini  sur  la  gêodésique  dans  une  direction  déter- 
minée, la  représentation  sphérique  tend  vers  une  position  limite 
déterminée;  et  c'est  ce  fait  qu'on  peut  chercher  à  généraliser. 

Seulement,  la  question  ainsi  posée  ne  dépend  pas  seulement  de 
l'élément  linéaire;  sa  résolution  exigerait  que  l'on  ait  déterminé 
la  surface  elle-même;  cl  elle  n'aurait  aucun  sens  pour  les  pro- 
blèmes de  Dynamique  à  (\vaix  degrés  de  liberté,  autres  que  le 
mouvement  d'un  point  sur  une  surlace. 

Aussi  la  laisserons-nous  de  coté  et  considérerons-nous  la  géné- 
ralisation cherchée  sous  le  point  de  vue  suivant  : 

Représentons  les  points  de  la  nappe  infinie  par  leur  distance  u 
(comptée  suivant  la  gêodésique  normale)  à  Ja  ligne  de  gorge  el 
lare  v  de  cette  ligne,  comptée  depuis  une  origine  fixe  jusqu'au 
pied  de  celte  distance.  Je  dis  que  lorsqu'un  point  s'éloignera 
indéfiniment  sur  une  gêodésique,  v  tendra  vers  une  limite. 

Pour    le    prouver,    considérons    l'équation    différentielle    des 

géodésiques 

d1  u  f         /  du  \  *  1 

v/.*  ~'[l-{ds)  y 

où 

i    dC 


G  ou 


(du~-\-  C-  dv'1  ('tant  l'élément  linéaire). 


—   i()i 


Si    la    courbure   esl   négative,    la    quantité  >   est   décroissante 

■5 

lorsque  //  croît  et  l'on  a,  par  conséquent, 


a  -f-  // 


//  étant  une  certaine  constante;  moyennant  quoi,  l'équation  diffé- 
rentielle montre  que  Ion  a 


d 


ldu  V 


1  ^   l ,lu 

U  H-  /* 


et,  par  sni Le,  «pic  la  quantité 

est  toujours  décroissante  lorsque  l'on  s'éloigne  sur  la  géodésique. 

/,  désignant  la  valeur  cle  l'expression  C -r  («  +  h)  au  point(t/0<  (,o) 
de  la  courbe,  il  vient 

ds 


v  —  r0  <  k  f     77- — — 


li  )  du 


du. 


Or  le  rapport  y-  tend  vers  l'uni  lé  et  (pian  ta  C,il  est  égal  à  u  mul- 

tiplie  par  nue  quantité  non  infiniment  petite  i  a  cause  de  — —  >  o  ) . 

Donc,  V intégrale  du  second  membre  esl  finie  pour  u  =  x  : 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Considérons  une  géodésique  L  qui  ne  sort  et  n'est  sortie  à 
aucun  moment  de  la  nappe  infinie,  de  manière  que  u  ait  un  cer- 
tain minimum  au  point  (f/0,  r0).  Nous  venons  de  voir  que  la  va- 
riation totale  de  p,  lorsqu'on  s'éloigne  (dans  un  sens  déterminé 
quelconque)  depuis  ce  point  (w0,  r<>)  jusqu'à  l'infini,  a  une  valeur 
parfaitement  déterminée. 

On  peut  d'ailleurs  considérer  L  comme  définie  lorsqu'on 
donne  u()  et  e0. 

Supposons  que,  sans  ebanger  r0,  on  augmente  u0,  de  manière 
à  substituer  à  L  une  nouvelle  géodésique  L'.  La  variation  totale 
de  v  a  diminué  par  ce  changement. 

En  effet,  les  valeurs  de  u.  correspondant   à  une  même  valeur 
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de  v  sur  L  cl  sur  1/  ne  sonl  jamais  égales  :  -.ms  quoi  le  poml 
d'intersection  ainsi  obtenu  sérail  sommet  d  un  triangle,  formé 
par  L,  1/  el  I;»  géodésique  p  =  c„,  triangle  qui  sérail  réductible  et 
birectangle  :  ce  qui  ne  se  peut.  Donc,  la  valeur  relative  à  1/  esl 
plus  grande  que  la  valeur  relative  à  L,  ri,  par  conséquent,  u 
devient  infini  sur  1/  avanl  <!<•  le  devenir  sur  L. 

Que  devient  cette  variation  totale  de  v  lorsque  //„  augmente  m 
définiment?  Tend-elle  vers  zéro  ou  vers  une  Limite  non  nulle/  Lu 
considération  de  la  courbure  totale  \;i  nous  permettre  de  répondre 
à  cette  (jucsi ion . 

Considérons,  en  effet,  la  géodésique  menée,  normalement  à  la 
ligne  de  gorge,  par  un  poinl  quelconque  un  //,  c)  de  I..  L'angle  x 
que  faii    cette   géodésique   avec  L    tend   sers  zéro,   puisque  son 

cosinus  est  —r*  Or  la  différence  -  —  y.  n'est  autre  (lue  la  courbure 

(prise  en  valeur  absolue)  du  quadrilatère  compris  entre  L,  la  ligne 


Klg.    | 


de  gorge  et  les  deux  géodésiques  normales  (celle  que  nous  venons 
de  mener  et  la  géodésique  v  =  v0  {fig-  f  ),  puisque  ce  quadrilatère 
a  trois  angles  droits. 

Donc  la  valeur  finale  de  v  correspondra  à  une  géodésique 
ç  =  ç{  {fi g»  \)  telle  que  la  courbure  totale  de  la  région  comprise 
entre  la  ligne  c  =  v{  —  s,  la  ligne   ç  =  r0,  la   ligne  de  gorge  et  la 

ligne  L  tende  vers  -  lorsque  £  tend  vers  zéro. 

Cela  posé,  deux  cas  principaux  peuvent  se  présenter. 

En   premier  lieu,    la  courbure    lolalc   de  la   nappe   infinie  peut 
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avoir  une  valeur  finie  :  il  en  sera  alors  de  même  pour  la  courbure 
de  la  bande  comprise  cuire  la  ligne  de  gorge  cl  les  lignes  v  —  c0, 
vz=vi  :  cette  dernière  courbure  sera  manifestement  de  la  forme 

/(«'.)  -./  •(«;.)■ 

La  fonction  yïr)  sera  constamment  croissante  :  il  n'est  pas 
démontré  qu'elle  sera  continue,  mais  les  expressions  /"(P-r-o), 
f(v  —  o)  auront  évidemment  un  sens.  Lorsque  v  augmentera  de 
la  longueur  /  de  la  ligne  de  gorge,  f(v)  augmentera  de  la  quan- 
tité K,  qui  est  la  courbure  totale  de  la  nappe  infinie,  prise  en  va- 
leur absolue. 

Dès  lors,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  sur  la  géodésique  L 
considérée  tout  à  L'heure,  la  variation  totale  de  c  (depuis  u=  //,, 
jusqu'à  u=oo)  tendra,  lorsque  w0  augmentera  indéfiniment,  vers 
la  limite  r,  —  ey,  r,  étant  donné  par  l'équation 

[/(*i)]-/(M=^ 
où    [,/(r0]    désigne    une   quantité   comprise   entre  f(V\  4-  o)    et 

On  remarquera  que,  si  K  est  inférieur  à  -?  L  devra  tourner 
autour   de   la   nappe   infinie  une   ou   plusieurs   fois,  et  un   grand 

nombre  de  fois  si  K  est  petit  par  rapport  à  -;  cela,  si  grand  que 

soit  u0. 

Supposons,  au  contraire,  (pie  la  nappe  infinie  ait  une  courbure 
infinie.  Alors  il  est  naturel  d'admettre  que  la  bande  comprise  entre 
deux  géodésiques  normales  à  la  ligne  de  gorge  a  également  une 
courbure  infinie. 

Les  remarques  présentées  précédemment  montrent  alors  que 
la  variation  totale  de  c  est  nulle  pour  u0=  x. 

Il  ne  reste,  comme  cas  intermédiaire,  que  celui  où  la  nappe 
serait  divisée,  par  certaines  géodésiques  normales  à  la  ligne  de 
gorge,  en  bandes  dont  les  unes  seraient  à  courbure  finie  et  les 
autres  à  courbure  infinie.  Il  est  clair  que  ce  cas  n'offre  aucune 
difficulté  essentielle  :  la  variation  de  v  tendra  vers  une  limite  nulle 
si  la  ligne  v  =  ç0  fait  partie  d'une  bande  de  courbure  infinie,  et. 
en  général,  vers  une  limite  différente  de  zéro  si  la  ligne  v  =  v0 
fait  partie  d'une  bande  de  courbure  finie. 
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Sur  I  h  \  perboloïde,  chaque  nappe  a  une  courbure  manifestement 
comprise  entre  o  ci  ■>.-.  Si  l'hyperboloïde  esl  très  voisin  d'un 
cylindre,  cette  courbure  é tan  1  très  petite,  <>n  voil  que  toute  géo- 
désique  qui  ne  traverse  pas  l'ellipse  <lc  gorge  doîl  tourner  un 
grand  nom  lire  de  fois  autour  de  I  !i\  perboloïde. 

En  loni  cas,  la  portion  de  surface  comprise  cuire  l'ellipse  de 
gorge  ci  deux  branches  d'hyperboles  principales  différentes  (au- 
trement dii  le  huitième  <lc  la  surface  entière)  a  une  courbure  in- 
férieure à  '  ;  donc,  toute  géodésique  qui  ne  traverse  pas  l'ellipse 

de  gorge  doit,  si  on  la  suil  depuis  son  point  le  plus  rapproché  de 
L'ellipse  de  gorge  jusqu'à  l'infini,  couper  au  moins  une  des  hyper- 
boles principales,  et,  si  on  la  suit  depuis  l'infini  jusqu'à  L'infini, 
couper  les  deux  hyperboles  principales,  Tune  d'elles  deux  lois. 

Ici  encore  on  peut  vérifier  le  résultat  directement  par  des  consi- 
dérations d'intégrales  imaginaires.  Il  s'agit,  en  effet,  de  démontrer 
que,  pour  A"  >> — C  la  variable  u  ne  peut  venir  de  oc  à  /,  et  re- 
tourner à  go  sans  que  A  effectue  au  moins  deux  oscillations  entre 

—  A  et  —  13;  autrement  dit,  de  vérifier  L'inégalité 

a(*f  »)>*(- À, —B). 

Or  on  a,  par  une  voie  toute  semblable  à  celle  qui  a  été  suivie 
précédemment,  la  relation 

(9)  »(*,  »)  =  2(~  A,  -  B)H-  2(0,  -  C). 

Ajoutons  que  des  résultats  analogues  aux  précédents  pourraient 
être  énoncés  sur  les  surfaces  à  connexion  simple,  comme  le  para- 
boloïde  hyperbolique,  en  considérant  des  coordonnées  polaires 
géodésiques  «,  v  rapportées  à  un  point  O  de  la  surface.  Si  la 
courbure  de  la  surface  ne  tend  pas  vers  zéro  à  l'infini  (exemple  : 
plan  non  euclidien),  l'angle  formé  par  les  asvmptotes  menées  du 
point  O  à  une  géodésique  très  éloignée  tend  vers  zéro.  Si,  au 
contraire,  la  courbure  totale  de  la  surface  est  finie  (paraboloïde 
hyperbolique),  l'angle  limite  a  est  donné  par  la  condition 

a  -+-  K  =  -, 

—  K  étant  la  courbure  de  la  région  indéfinie  comprise  dans  cet 
angle. 

* 

Je   me   propose   enfin  de  vérifier,  sur  les  quadriques  réglées, 
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quelques-uns  des  théorèmes  fondamentaux  relatifs  aui  surfaces 
à  courbure  négative,  en  étudiant  les  géodésiques  qui  joignent 
deux  points  donnes. 

Il  y  a  lieu,  ici,  de  commencer  par  le  paraboloïde  hyperbolique* 
qui  esta  connexion  simple. 

Parlons  des  équations  (6-7),  cl  soit  à  (aire  passer  une  géodé- 
sique  par  deux  points  dont  les  quatre  coordonnées  sonl  A,,  X2; 
ut,  [j..>  ;  (À^A,  ;  jju^jj.,).  La  variation  de  l,  le  Long  de  l'arc  (Je  géo- 
désique  cherebé,  sera  représenlée  par  l'une  des  trois  expressions 

?1(À-)=(X„X2), 

ç2(/)  =  (X,,  /.)  h-  (Xf,  k), 

<p3(A:)=:(X1,  _A)-h(X2,  —  A); 

celle  même  variation  sera  aussi  représenlée  par  Tune  des  Irois 
expressions 

l^3(  A"  )  =  (—  Ji,  [A,  )  ■+-  (—  H,   u,), 

et  c'est  en  égalant  les  deux  valeurs  ainsi  obtenues  pour  la  variation 
de  t  que  nous  obtiendrons  L  équation  qui  nous  fera  connaître  //. 
Supposons,  en  premier  lieu,  que  les  deux  points  donnés  soient 
dans  des  feuillets  opposés.  Alors  l'équation  en  /,  sera 

et  À-  sera  nécessairement  compris  entre  — A  et  —  l>. 

Or,  lorsque  k  croît,  le  premier  membre  est  évidemment  dé- 
croissant cl  le  second  croissant.  D'ailleurs  C53(A')  est  infini  pour 
h  =  —  A  et  ^3  (k)  pour  /»  =  —  B. 

Donc  le  problème  admet  bien  une  solution  et  une  seule. 

Soient  maintenant  deux  poinls  situés  dans  des  feuillets  adjacents 
avant,  par  exemple,  des  x  de  même  signe  cl  des  y  de  signes  diffé- 
rents; /«"  sera  déterminé  par  l'une  des  deux  équations 

(10)  ?i(*)  =  «h(*)i  /  ■ 

(11)  ?i(*)  =  <h(*); 

il  sera  d'ailleurs  compris  entre  les  deux  limites  X2  et  —  IJ  dans  le 
premier  cas;  X2  et  —  V  dans  le  second. 

Bnvisageanl    la    première   de   ces    deux   relations,   taisons   dé- 


—  209  — 

croître  /.  depuis  —  15  jusqu'à  a_,.  Le  second  membre,  d'abord  in- 
fini, ira  en  décroissant,  pendant  que  le  | » ■-< * 1 1 1 i < - r-  ira  croissanl 
jusqu'à  sa  plus  grande  valeur  tpt(X3).  L'équation  (10)  aura  donc 
une  solution  (et  une  seule)  si  l'on  ;i 

Prenons  maintenant  l'équation  (ii),  en  faisant  croître  /.  depuis 
a2  jusqu'à  \.  ^2(^2)  étant évidemmenl  égal  à  <p,  (X2),  le  premier 
membre  partira  de  la  même  valeur  qu'avait  atteinte  finalemenl 
s,  (/•■).  Je  dis  :  i°  que  ce  premier  membre  est  croissant;  20  que 

l'on  a  ?;(*)>+•(*). 

La  dérivée  d>'3(A ')  <>si  égale  à 


/       —  11'  v  <lk  -ht       —  a'  v  dl, 

J—'J  J—H 


en  posant 
u(X) 


/X  -  A: 


M    = 


(X  —  k)\/\  —  k 


quant  à  la  dérivée  o'„ (À),  elle  a  pour  valeur 

Jf    uv,dX->rl    uv' dk  -+-  m(X1)p(Xi)  h-  w(X2)*>(X2)j 
x,  «A, 

ainsi  qu'on  le  voit  en  faisant,  dans  l'intégrale  cp2( A"),  la  substitution 

X  =  Â~  —  Ç.  Cette  dérivée  est  donc  positive,  puisqu'on  a 

c   /  I  I  I  \ 

De  plus,  elle  diminue  de  valeur  lorsque,  sans  changer  / ,  on  rem- 
place X|   et  X2  par  des  quantités   plus   petites   (algébriquement) 

)/,  ,  X'2,  car  le  terme 

(X;,X1)-h(X2,X2); 

ainsi  ajouté  à  tp (/,•),  est  une  fonction  décroissante  de  /.  La  plus 
petite  valeur  possible  de  z>'2  (/»")  s'obtiendra  donc  en  remplaçant  X, 
cl  a  »  par  —  zc,  soit 

o2  (k)  >  2  /     /m'  f/À. 


XXVI. 
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D'au  ne  pari .  -!/.,  (A')alteinl  sa  plus  grande  valeur  pour  ;j.,=:ij.2  =  x. 
Nous  avons  donc  à  vérifier  L'inégalité 

(19.  )  Il       UV' dX^i    1    !        —  t/\-  (/'/.. 

Nous  considérerons,  pour  cela,  trois  lacets,  le  premier  ct  joi- 
gnant le  point  à  = —  oc  au  point  ).  =  A",  le  second  c2  joignant  le 
point  k  au  point  X  =  +  oo;  le  troisième  c3  entourant  les  points 
\  =  —  A,  X  -=  o.  Le  premier  membre  de  l'inégalité  sera 

\  =  \  uv'  dh  ==   /  —  u'  v  cCk 

(le  chemin  c,  étant  parcouru  dans  le  sens  positif  de  Taxe  réel  sur 
sa  branche  supérieure^  le  radical  uv  étant  pris  avec  le  signe  -H 
sur  cette  branche);   ces  deux  valeurs  sont,  en  effet,  égales  entre 

elles,  parce  que  leur  différence  est  égale  à  /  d(uv)  et  que  uv 
est  nul  à  l'infini.  Le  second  membre  de  celte  inégalité  sera 


K  =  i  —  u  v  dk, 


le  lacet  c2  étant  également  parcouru  dans  le  sens  positif  sur  sa 
branche  supérieure,  sur  laquelle  on  suppose  uv  positif. 

Mais,    si   l'on   désigne   de  même  par  L  l'intégrale  /  —  u' v  d\ 

prise  suivant  le  chemin  c3,  dans  des  conditions  de  sens  et  de  signe 

analogues  aux  précédentes,  le    théorème   de   Cauchv,  appliqué   à 

l'aire  comprise  entre  les  trois  lacets  et  un  cercle  de  rayon  très 

grand,  donne 

K— I  +  L  =  o, 

car  la  fonction  —  u' v  est  holomorphe  dans  cetle  aire,  et  si  le  ra- 
dical uv  est  positif  sur  la  branche  supérieure  de  c_>,  il  est  négatif 
sur  la  branche  supérieure  de  c,  et  positif  sur  la  branche  supé- 
rieure de  L. 

L'inégalité  (12)  est  donc  démontrée  et  il  est  établi  que,  à  elles 
deux,  les  deux  équations  (10)  et  (1  1)  ont  une  solution  et  une  seule 
dans  les  limites  demandées. 

Enfin  le  cas  où  les  deux  points  donnés  sont  dans  le  même 
feuillet  n'offre  aucune  difficulté  nouvelle:  on  a  ici  à  résoudre  Tune 


Il    H    il     l.i     Mils 
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des  I  rois   rq  1 1  ;i  I  ions 

fi(k)  'l,(  /,  i.  (  À,  /  y,  i. 
•;,./.  M*).  (— B  /  fxi), 
.  ,i  /,  i  =+,(/  ».        (    X,      /  \  i. 

dont  la  première  admel  une  ^ < > ! •  1 1 1 < > 1 1  si  loi 

<Pt(Xj)>  +i<  ?  •  >■     r'(  :;>  i     t«<  :;'  ); 

la  seconde,  si  I  on  a 

ri(  h"-!  >  >  tH  F*i  ): 
la  troisième,   si  l'on  a 

?I(À,;        +i(X,). 

Sur  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  la  question  se  présente  sous 
un  aspect  un  peu  différent,  puisque,  la  surface  étant  à  connexion 

double,  deux  points  quelconque*,  son!  joints,  non  par-  une  seule 
géodésique,  mais  par  une  infinité  de  (elles  lignes;  correspondant 
aux  différents  types  de  chemins  que  l'on  peut  tracer  de  l'un  à 
l'autre.  Donc,  pour  déterminer  une  géodésique  passant  par  (\e\\\ 
points  donnés,  nous  nous  donnerons  le  type  auquel  elle  appartient, 
et  c'est  sous  cette  condition  que  la  géodésique  cherchée  devra 
exister  et  être  unique.  Cette  circonstance  n'introduit  d'ailleurs 
d'autre  difficulté  que  celle  de  l'énumération  des  cas,  la  vérification 
étant  au  fond  analogue  à  celle  qui  était  relative  au  paraboloïde. 

En  désignant  encore  par  A,,  vU  ;  m,,  ;ju  (avec  )v2^A(,  uu  ^  u,  ) 
les  coordonnées  elliptiques  des  deux  points  donnés,  la  variation  0 
de  t  sur  l'arc  cherché,  exprimée  à  l'aide  de  la  variation  de  A,  aura 
l'une  des  expressions  (  '  ) 

03)    6  =  Frt(*)  =  |[À1,X2]-4-2/l[-^A,.-B]|  |  //■>._  b 

(,4)    6  =  **(*)=|[-ÀfXt]  +  [-AJX1]-han[— À,--B]|  )  \  3»  »  s*  ° 

03)     0=  FU)  =[*,,/,•  | -H  >:>,/"|-  ) 

06)    6=  *(*)=[—  A,  X,]h-[X2,X:]  •  (—  A<*<-B), 

+  [_A, *]=»[- A, *]-[X1}X2]  ' 

(  '  )  II  semblerait,  au  premier  abord,  que   la    variation  de   /  puisse  être  encore 
exprimée  par 

(.6')  8  =  [-  V,  X2]  +  [  a,,  *]  +  [-  A,  Â-]  =  2  [-  A.  k]  +  |  A,,  a..  ], 

mais  c'est  ce  qui  ne  peui  être,  à  cause  de  l'inégalité  a| —  A,  A  >  2[—  C,  x]  pré- 
cédemment  démontrée. 
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(n  étant  un  entier  positif,  négatif  ou  nul  et  le  signe  |  |  désignant 
des  valeurs  absolues). 

Le  choix  à  faire  entre  ces  différentes  expressions,  ainsi  que 
la  valeur  à  prendre  pour  n,  doit  être,  en  général,  considéré 
comme  indicpié  par  la  nature  de  la  question,  car  l'indication  des 
feuillets  dans  lesquels  sont  situés  les  points  donnés  permet  de 
choisir  entre  les  équations  (i3)  et  (i/j)  et  fait  connaître  la  parité 
de  /i,  pendant  que  la  considération  du  type  achève  de  déterminer 
cet  entier.  Alors  la  courbe  (3),  qui  a  pour  abscisses  les  valeurs 
de  A'  et  pour  coordonnées  les  valeurs  de  9,  se  compose  d'un  arc 
asymptote  à  la  droite  k  =  —  13,  l'ordonnée  0  allant  en  décroissant 
de  H- oo  à  une  certaine  valeur  finie  lorsque  k  croit  de  — B  à  sa 
limite  supérieure  jjl . 

Il  n'y  a  d'exception  que  pour  n  =  o,  cas  auquel  9  peut  parfai- 
tement (sans  que  nous  en  soyons  avertis  par  les  données  du  pro- 
blème) être  fourni  par  la  formule  (i5)  et  non  par  la  formule  (i3), 
ou  par  la  formule  (i  6)  et  non  par  la  formule  (i  4)  :  dans  ce  cas,  la 
courbe  (8)  se  compose  de  deux  arcs,  l'un,  8  =  F  (A*)  [ou  0  =  $(£)] 


asymptote  à  la  droite  k  =  —  B  et  le  long  duquel  0  décroît  de  -f-  ce 
à  une  certaiue  valeur  finie  pendant  que  k  décroît  de  —  B  à  ~/>2  ; 
l'autre,  0  =  F0(Â)[ou  0  =  <Ï>0(Â)],  le  long  duquel  Q  décroît  à  par- 
tir de  la  valeur  finie  dont  il  vient  d'être  question,  tandis  que  k 
croît  de  Â2  à  tji,  ;  ces  deux  arcs  se  raccordent  entre  eux  au  point 
k  =  \2  (et  sont  d'ailleurs  deux  arcs  consécutifs  d'une  même 
courbe  analytique)  (fig.  5). 
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Pareillement,  la  variation  0,  <l<-  /,  évaluée  à  l'aide  de  la  variation 
de  ul,  aura  rime  des  expressions 

(17)  0i  -  ik/,)  =  [-(;.w,i    [-  c,m]      (X  <-c>, 

(18)  8,        M',/,,       [j»,,f*l], 

(19)  o,  =  ïT(  / 1    |/.,  ;;,|  1  |  /,  ./a|      (k>-  C), 

le  choix  entre  L'équation  (17)  et  l'une  des  équations  (18),  (19) 
étanl  1  imI iq ne  parla  situation  des  deux  points  donnés  relativement 

à  L'ellipse  dégorge,  mais  non  le  choix  cuire  (18)  et  (19)  ;  de  sorte 
que  la  courbe  (CD),  qui  a  les  valeurs  de  k  pour  abscisses  et  les  va- 
leurs de  0,  pour  ordonnées,  se  compose  :  si  les  deux  points  donnés 
sont  de  côtés  différents  par  rapport  à  l'ellipse  de  gorge,  d'un  seul 
arc,  0,  =  H(A"),  le  long  duquel  0,  croît  constamment  et  indéfi- 
niment pendant  que  Â  eroît  jusqu'à  — C  ;  si  les  deux  points 
donnés  sont  du  même  côté  par  rapport  à  celte  ellipse,  de  deux 
ares,  8,  =  W(k)  et  0,  =  xIr(A)  se  raccordant  entre  eux  pour  k  =  Un , 
de  sorte  que,  dans  la  courbe  totale,  0,  croît  encore  constamment 
et  indéfiniment,  mais  que  Â"  croît  de  X2  à  u,  pour  décroître  ensuite 
de  {jl,  à  —  C. 

La  valeur  cherchée  de  k  est  donnée  par  l'équation  0,  =  9  ou  par 
l'intersection  des  courbes  (8)  et  ((0)  :  ces  deux  courbes  ont  bien 
évidemment  un  point  commun  ;  le  fait  qu'elles  n'en  ont  qu'un 
seul  résulte  de  ce  que  : 

Pour  §  =  Fn(k)  ou  &n{k),  avec  0,  =U(k)  ou  W(k),  0  est  dé- 
croissant et  8,  croissant; 

Pour  8  =  F(À-)  ou  Ô(A-)  [avec  0,  =  U(k)  ou  ^(A)],  on  a 

dM_       d(){ 
dk  "     dk 

(démonstration  analogue  à  celle  qui  a  été  faite  plus  haut,  la  li- 
mite —  00  étant  simplement  remplacée  par  ■ — 13); 

Pour  8,  =  W(k)  [avec  9  =  FH(k)  ou  <Ï>„(Â)],  on  a 


d()l 

dk 

> 

rfO 
dk 

non  point  constamment  (cela  n'a  évidemment  point  lieu  si  //  est 
très  grand),  mais  (ce  qui  nous  suffit)  lorsque  0,  —  0  s'annule. 
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Pour  établir  ce  dernier  point,  remarquons  < | iu-  l'une  quelconque 

des  fonctions  FW(A"),  ^(Â)  peut  toujours  s'écrire  sous  la  foi  nie 

8  =  iri[—  A,  —  B]-h|  I], 

n'  étant  un  entier  non  négatif  et  1  un  intervalle  ou  un  ensemble 
d'intervalles  (indépendant    de  k)   intérieurs   à   l'intervalle  ( — A, 
—  H)  et  tels  qu'un  nombre  quelconque  compris  entre  —  A  et  —  J> 
ne  soit  pas  situé  dans  plus  de  deux  d'entre  eux. 
Faisons  usage  de  l'équation 


(9) 


2[*,oo]  =  2[-A,  —  B]+2[û,-  C], 


précédemment  obtenue;  soit  d'abord  nf  =  o;  alors  on  aura  con- 
stamment 


d% 
dk 


d  r  i  î  I  ^ 
dk[l]\<2 


,1 
dk 


<  2 


dk 


[*,*,] 


[-A,-B] 


d 


<\-rrA[1^  r  ]-+-[*,  :j-2]) 


dk 


d 


la  seconde  inégalité  résultant  de  ce  que  -jj  [o,  —  C]  est  négatif;  la 
troisième,   de    ce    que,    comme    précédemment,   le    minimum    de 
-jt([X*,  [/.,  ]  +  [A~,  uu])    a  lieu  pour  pi,  =  u2  =  oo. 
Soit  maintenant  n'  ^é  o  ;  il  suffit  de  montrer  que  l'inégalité 


(20) 


^(2/i'[-A,-B]  +  [I]) 


<   2 


[*,">] 


a  lieu,  non  point  constamment,  mais  en  vertu  de  l'équation 

an'[_A,  — B]h-[I]  =  [*,  iii]  +  [*.Kt]. 
ou  encore  de  l'inégalité  qui  en  résulte 
(21)  in'[—  A,'—  B]-+-[I]la[*,oo]. 

Or,  en  vertu  de  la  relation  (çj),  les  deux  inégalités  (21)  et  (  20 
s'écrivent  respectivement 


d_ 
dk 


a(n'— 1)[—  A,  -B]-h[I]^2fo,  — G], 


_j2(n'-i)[~A,-B]  +  [I] 


r/A- 


[o,G] 


el  il   devient  clair  que   la    première  entraîne    la   seconde,  car  oii 
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passe  de  l'clémenl  d'intégrale 


l'I     J{  '">  \/(x_/o(AH-X)(B-t-X)(C-,    / 

«   r   i  i,.      .       i    ^[11  i  •    i-  i 

.1  I  élément  <l  intégrale     ..    en  imil 1 1 ni i;mi  par      -       :    et,  parcon- 

'//.  ■  '       ■>(/./,)     ]  l 

-»< -c |  in*ii i ,  le  rapport  des  premiers  membres  des  deux  inégalités  pré- 
cédentes esl    — ; rr-  •  //  étanl  compris  entre     -A  et — IJ,  tandis 

2  (  K  -       A    )  ' 

que  le  rapport  des  seconds  membres  est — -. ctt>  )/'  étant  com- 

pris  entre  o  el  —  G. 

En  un  mot,  la  relation  (\))  permet,  à  elle  seule,  de  répondre  à 
la  question  dans  ions  les  cas. 

Si  le  nombre  n  qui  figure  dans  les  relations  (i3)  el  (i  {)  est  très 
grand,  0  a  nécessairement  une  très  grande  valeur  (puisque  [ —  \, 
—  B]  ne  descend  jamais  au-dessous  d'une  certaine  limite  lorsque  k 
varie  de  À2  à  Uj);  il  doit  donc  en  être  de  même  de  0,,  ce  cjni  ne  se 
peu I  que  si  /,  est  très  voisin  de  — G.  ÏSous  voyons  donc  bien. 
conformément  à  ce  qui  se  passe,  d'une  façon  générale,  sur  les 
surfaces  à  courbures  opposées,  que  si  l'on  joint  deux  points 
donnés  m,  m'  par  une  géodésique  effectuant  un  nombre  de 
plus  en  plus  grand  de  circulations  autour  de  V  liyperboloïde, 
ht  direction  initiale  de  cette  géodésique  en  un  quelconque  de 
ses  points  extrêmes  ///,  m'  tend  vers  celle  de  l'asymptote  menée 
du  même  point  à  V ellipse  de  gorge. 

Supposons,  au  contraire,  que  la  géodésique  considérée  varie, 
d'une  manière  continue,  pendant  qu'une  de  ses  extrémités  reste 
fixe,  mais  que  l'autre  s'éloigne  indéfiniment  sur  une  géodésique 
donnée  L.  Dans  ces  conditions,  nous  savons  que  la  géodésique 
variable  tend  vers  une  position  déterminée  L',  qu'on  peut  encore 
appeler  une  asymptote  ou  une  parallèle  lobalchewskienne  (■) 
menée  du  point  donné  à  la  géodésique  donnée.  11  est  aisé  de 
trouver  ici  cette  position  limite.  La  géodésique  variable  sera,  en 
eflet,  déterminée  par  l'équation  0,  =  9,  dans  laquelle  Ao,  ;ju 
seront   les    coordonnées   du   point   mobile   de    L,  et   nous   savons 

(')  Il  est  clair  que  les  parallèles  dont  nous  parlons  ici  ne  doivent  pas  être 
confondues  ;wcr  les  courbes  généralement  désignées  sous  ce  nom  dans  la  Théorie 
des  surfaces. 
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que  Ao  tend  vers  une  Limite  déterminée  "k0l  pendant  que  ;j.2  'end 
vers  oo  :  la  valeur  de  k  relative  à  \J  s'obtient  donc  par  la  même 
équation  0,  =  0,  où  l'on  aura  fait  à2  =  ^o?  y-i  =  x- 

Il  est,  dès  lors,  évident  que  la  limile  analogue  à  a0  relative  à  \J 
est  égale  à  A0  5  ainsi,  les  géodésiques  asymptotes  entre  elles,  sur 
V hyperboloïde  à  une  nappe,  sont  celles  pour  lesquelles  fa 
limite  du  paramètre  \  est  la  même. 

On  sait  que  si,  sur  une  surface  à  courbure  négative,  deux  géo- 
désiques parallèles  (')  entre  elles  restent  dans  une  région  finie, 
ou  si  la  courbure  de  la  surface  ne  tend  pas  vers  zéro,  lorsqu'on 
s'éloigne  à  l'infini,  la  distance  mutuelle  de  ces  deux  géodésiques 
tend  vers  zéro.  En  est-il  de  même  dans  le  cas  actuel  ? 

La  réponse  est  négative  :  elle  résulte  de  ce  que  la  valeur  de  k 
est  différente  sur  les  deux  courbes  (nous  savons,  eu  effet,  que  la 
quantité  X0  dépend  des  deux  constantes  d'intégration)  et  que,  par 
conséquent,  d'après  ce  qui  a  été  vu  précédemment  [formules  (5)] 
sur  les  allures  des  géodésiques  à  l'infini,  nos  deux  courbes  sont 
asymptotes  à  deux  droites  différentes. 

Les  résultats  sont  tout  semblables  sur  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique :   sur  ce   dernier,    deux  géodésiques   seront  parallèles  si   la 

limite  q   du  rapport  -,  donnée  par  la   formule  (8),  est  la  môme 

pour  l'une  et  pour  l'autre;  dès  lors,  si  les  deux  courbes  ne  sont 
pas  confondues,  les  valeurs  de  k  qui  leur  correspondent  ne  seront 
pas  les  mêmes,  puisque  la  formule  (8)  contient  la  seconde  con- 
stante d'intégration.  Donc  aussi  les  asymptotes  reclilignes  [for- 
mules (8')]  seront  différentes. 

Ainsi  la  théorie  des  géodésiques  parallèles  sur  les  surfaces  du 
second  degré  réglées,  tout  en  étant,  d'une  façon  générale,  analogue 
à  la  théorie  des  parallèles  en  Géométrie  non  euclidienne,  s'en 
éloigne  et  se  rapproche  de  la  théorie  euclidienne  par  ce  fait  que 
la  distance  de  deux  parallèles  tend,  non  pas  vers  zéro,  mais  vers 
une  limile  (inie,  propriété  qui  tient,  bien  entendu,  à  ce  que  la 
courbure  tend  vers  zéro  sur  les  nappes  infinies. 

(')   Voir  la  noie  de  la  page  précédente. 
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RECHERCHES  SUR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES 
QUI  ADMETTENT  POUR  LIGNE  ASYMPTOTIQUE  UNE  CUBIQUE  GAUCHE; 


M.    Ch.     B 


KM    III. 


Les  recherches  donl  quelques  résultais  sonl  contenus  dans  ce 
Mémoire  m'onl  été  inspirées  par  cette  remarque  :  le  lieu  <lc^ 
pôles  d'un  plan  par  rapport  aui  quadriques  <|m  passent  par  une 
cubique  gauche  est  une  surface  du  troisième  ordre  avant  cette  cu- 
bique comme  asymptotique.  J'ai  voulu  chercher  si  toute  surface 
du  troisième  ordre  à  cubique  asymptotique  pouvait  se  définir  ainsi. 
J'ai  été  conduit  à  étudier  un  cas  particulier  de  la  correspondance 
qui  exisie  entre  les  points  conjugués  par  rapport  à  un  réseau 
de  quadriques;  ce  qui  m'a  permis,  non  seulement  de  résoudre  le 
problème  que  je  m'étais  posé,  niais  encore  de  le  généraliser  el 
d'obtenir  des  résultats  qui  m'ont  semblé  curieux. 

J'ai  étudié  en  détail  les  surlaces  du  troisième  ordre  qui  ont  une 
cubique  pour  ligne  asymptotique;  celle  étude  est  assez  considé- 
rable pour  faire  l'objet  d'un  autre  Mémoire  que  je  compte  publier 
prochainement.  On  trouvera,  d'ailleurs,  une  grande  partie  des  ré- 
sultais que  j'ai  obtenus,  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes 
rendus  fie  V Académie  des  Sciences  (5  juillet  1897). 

I. 

FIGURES    COKJUGUÉES    l'Ait     RAPPORT     V    UNE    CUBIQUE    GAUCHE. 

1  .  Points  conjugués. —  Si  Ton  considère  trois  quadriques,  ou 
le  réseau  déterminé  par  trois  quadriques,  à  tout  point  AI  de  l'es- 
pace on  peut  faire  correspondre  le  point  M'  où  se  coupent  les 
plans  polaires  de  M  par  rapport  aux  quadriques.  On  a  ainsi  une 
transformation  ponctuelle  bien  connue.  Dans  le  cas  où  les  qua- 
driques ont  en  commun  une  cubique  gauche  F,  les  points  M  et  M' 
sont  conjugués  sur  une  corde  de  celte  cubique.  Je  dirai  qu'ils 
sonl  conjugués  par  rapport  à  F. 

Si  celle  courbe  est  la  cubique  commune  aux  trois  quadriques 
avant  pour1  équations 

XZ  —  Y*=o,         YZ  —  XT  =  o,         L-—  VI' =--  ... 

xxvi.  i5 
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on  trouve  facilemenl  que  1rs  coordonnées  d'un  poinl  <  \ .  ^l  .  X.  I 
conjugué  d'un  poinl  (.r,  jr,  s,  /)  sonl  données  par 

\    =  p|  )./r^        >  r"1  —  .r2/ 1. 
Y    -  p(9.xz*  —y*z  —xyt), 
Z  =  p<  ;-c-    —  2j2  t-\-  .r  z  I  ). 
T  =  î(*z.:i    —  ,\yzt-+-  .ri2  | 

p  étant  un  coefficient  de  proportionnalité. 

A  chaque  point  M  de  l'espace  correspond  un  conjugué  unique  M', 
sauf  si  ee  point  est  sur  la  cubique  fondamentale  V;  dans  ee  cas 
particulier  le  conjugué  de  M  est  indéterminé  sur  la  tangente.  Il 
résulte  de  là  que  si  l'on  considère  une  figure,  lieu  de  points  M,  la 
figure  conjuguée,  lieu  de  points  M;,  pourra  contenir  une  partie 
parasite  composée  de  tangentes  à  la  cubique,  ou  de  la  dévelop- 
pable  des  tangentes  (suivant  que  la  première  figure  sera  une  ligne 
ou  une  surface);  c'est  la  partie  restante  que  j'appellerai  conju- 
guée  proprement  dite,  ou  tout  simplement  conjuguée  de  la  fi- 
gure donnée. 

2.  Ligne  conjuguée  d'une  droite.  —  Si  une  droite  A, ne  coupe 
pas  la  cubique  F,  sa  conjuguée  est  une  cubique  gauche.  Car  dans 
tout  plan  passant  par  A  il  y  a  trois  points  de  la  conjuguée,  situés 
respectivement  sur  les  cordes  qui  sont  contenues  dans  le  plan.  La 
droite  A  coupant  quatre  tangentes  de  F,  sa  conjuguée  passe  par  les 
points  de  contact  de  ces  tangentes. 

En  outre,  cette  courbe  touche  en  chacun  de  ces  points  le  plan 
oscillateur.  En  effet,  il  résulte  des  formules  précédentes  que  la 
surface  conjuguée  d'un  plan  esl  une  surface  du  troisième  ordre, 
et  le  plan  langent  au  point  x  =y  =  z  =  o  est  précisément  le 
plan  oscillateur;  et  rien  ne  particularise  ce  point  sur  la  courbe, 
par  suite  celle-ci  est  une  asympto  tique  de  la  surface  (').  Si  l'on 
considère  deux  plans  passant  par  A,  l'intersection  des  surfaces 
conjuguées  se  compose  de  V  comptée  deux  fois,  et  d'une  cubique 


(')  PI ii s  généralement,  on  peut  remarquer  que  la  surface  conjuguée  d'un  plan 
esl  une  transformée  homographique  du  lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  cubique 
gauche.  <>r,  le  lieu  des  milieux  <lc>  cordes  d'une  courbe  èsl  une  surface  admet- 
tanl  cette  courbe  comme  asymptotrque. 
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(un  touche  le  plan  oscillateur  de  I  en  chacun  <\<k->  points  où  elle 
rencontre  cette  courbe,  le  plan  osculateur  <!<•  cette  dernière  étanl 
tangent  aux  surfaces  <| u i  contiennent  la  conjuguée  de  A. 

Donc,  ht  conjuguée  d'une  droite  A,  par  rapport  à  une 
cubiq ut'  gauche  Y,  qu'elle  ne  rencontre  pas,  est  une  cubique 
gauche  coupant  Y  aux  quatre  points  de  contact  des  tangentes 
qui  rencontrent  A,  et  touchant  en  chacun  de  ces  points  le  plan 
osculateur  à  Y . 

',).   (  )n  voit   facilement  que  : 

i"  Si  A  rencontre  I  en  un  point  ul,  et  n'est  pas  dans  l<:  plan 
osculateur,  la  tangente  en  u.  est  une  partie  parasite  de  la  conju- 
guée, la  conjuguée  proprement  dite  est  une  conique.  Celle-ci 
passe  par  u  et  par  les  points  de  contact  des  tangentes  qui  coupent  A; 
en  ces  points  clic  touche  les  plans  oscillateurs- 

a*  Si  A  rencontre  T  en  un  point  u.  et  se  trouve  dans  le  plan  o>- 
culaleur,  sa  conjuguée  est  une  droite  qui  rencontre  la  cubique  au 
point  u/,  tel  que  la  tangente  en  u.'  rencontre  A.  Cette  droite  est 
dans  le  plan  oscillateur  en  jjl'  et  passe  par  la  trace  de  la  tangente 
en  u.  sur  ce  plan. 

3°  Si  A  est  une  corde  de  V,  c'est  évidemment  sa  propre  conju- 
guée. 

i.  Conjuguée  d'une  ligne.  —  Plus  généralement  soit  L  une 
ligne  d'ordre  m  ;  elle  coupe  en  3/w  points  la  surface  conjuguée  d'un 
plan  P.  La  transformation  donnerait  la  conjuguée  de  L  et  le 
plan  P.  Donc  la  conjuguée  complète  de  L  est  d'ordre  3  m  ;  mais  si  L 
coupe  T  en  k  points  et  touche  le  plan  osculateur  en  h  de  ces  points 
la  surface  conjuguée  de  V  est  coupée,  quel  que  soit  P,  en  /,•  -h  h 
points  qui  ne  doivent  pas  être  comptés  dans  L'évaluation  de  l'ordre 
de  la  conjuguée  proprement  dite  de  L.  L'ordre  de  cette  conju- 
guée est  donc  donne'1  par 

et  comme  L  coupe  la  développable  des  tangentes  à  C  en. 

î  m  —  ik  —  h 
points,  autres  que  les  points  situés  sur  F,  sa  conjuguée  rencontrer 
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aux  points  de  contact  des  tangentes  correspondantes  el  \   Louche 
le  plan  oscillateur. 

5.  Conjuguée  d'une  surface.  —  Pour  évaluer  l'ordre  de  la 
surface  S,  conjuguée  d'une  surface  S,  je  vais  déterminer  le  nombre 
des  points  d'intersection  de  2  avec  une  droite  A  quelconque,  ou 
de  S  avec  la  conjuguée  de  A,  qui  est,  comme  on  l'a  vu,  une  cu- 
bique gauche. 

Soit  ni  l'ordre  de  la  surface  S,  celle  surface  est  coupée  en  3m 
points  par  la  cubique  conjuguée  de  A;  mais  celte  cubique  coupe  F 
en  quatre  poinls  et  \  louche  le  plan  oscillateur;  donc,  si  la  sur- 
face S  contient  V  comme  ligne  multiple  d'ordre  k  et  si  h  des 
nappes  passant  par  T  y  sont  tangentes  aux  plans  oscillateurs,  il  y 
a  4(  k  +  h)  poinls  d'intersection  de  S  et  de  la  conjuguée  de  A  qui 
ne  correspondent  pas  à  des  points  d'intersection  de  2  et  de  A. 
l'ordre  de  S  est  donc 


m 


3  m  —  4(Â--h  h). 


Si  l'on  se  reporte  aux  formules  de  transformation,  on  voit  que 
sur  la  conjuguée  complète  de  S,  qui  comprend  comme  partie 
parasite  la  développahle  des  tangentes  comptée  k  -h  h  fois,  la 
cubique  F  est  ligne  multiple  d'ordre  m-\-k.  Comme  elle  est  du 
deuxième  ordre  de  multiplicité  sur  la  développahle  des  tangentes 
elle  est,  sur  la  conjuguée  proprement  dite,  seulement  de  l'ordre  A"' 

k'  =  {m->r  k)  —  2(  k  -+-  h)  =  m  —  (k  -+-  2  h). 

Pour  déterminer  le  nombre  li'  des  nappes  de  la  surface  2  qui  sont 

tangentes  aux  plans  oscillateurs  de  T,  sur  la  courbe  V  elle-même, 

il  suffit  de  remarquer  que  la  conjuguée  de  S  est  d'ordre  ni.  On  a 

donc 

m  =  3(3  m  —  4  k  —  /,  h)  —  \  \  m  —  k  -  ■>  h  -+-  h'], 


d'où  l'on  tire 


//' 


/// 


(2Â--hA). 


En  rapprochant  les  diverses  égalités  (pie  je  viens  d'obtenir,  on 
trouve  immédiatement 


/// 


(  /,'—  /,  i  =  •/(  h'-—  h  i 


1  M 


de  sorte  que,  si  <l«'n\  nombres  corrélatifs  ^»>ni  égaux,  les  autres  le 

SOnl  aussi. 

(>.   Si   mie  surface  ne  contienl   pas  I",   sa  conjuguée   adme!    I 
comme  courbe  multiple  d'ordre  ///,  les  m  nappes  étant  tangentes 
aux  plans  osculateurs  en  chaque  poinl  <l«'  r.   L'exemple  l<"  plus 
simple  csi  donné  par  la  surface  -,-,  conjuguée  <l  une  quadrique. 

Les  sections  de  celte  surface  -,,  s<>ni  en  général  du  genre  quatre. 
La  surface  possède  m\  points  triples,  elle  contienl  six  droites  el 
douze  coniques;  par  chaque  poinl  <l<-  la  surface  passenl  deux  cu- 
biques conjuguées  des  génératrices  de  la  quadrique.  La  surface 
contienl  en  outre  quinze  cubiques  gauches  pari  iculières  conjuguées 
des  coniques  de  la  quadrique  <|iii  rencontrent  I   <'u  trois  points. 


11. 

ÉQUÀTIOW    DES    SURFACES    \YA\T    POUB    I.M.M.     kSYMPTOTIQUE 
UNE    CUBIOl  E    GAUCHE. 

7.  Surfaces  du  troisième  ordre.  —  Si  une  surlace  du  troi- 
sième ordre  admet  pour  ligne  asymptolique  une  cubique  gauche, 
cette  ligne  ne  peut  èlrc  que  simple;  on  a  alors 

k  =  h  =  i , 

cl  Tordre  de  la  conjuguée  est  donne  par 

m'=  5x3  —  4[i  4-ï]  =  i. 

Donc,  toute  surface  du  troisième  ordre  qui  admet  pour  ligne 
asymptotique  une  cubique  gauche  peut  être  définie  comme 
conjuguée  d'un  plan  par  rapport  à  cette  cubique,  ou,  autre- 
ment dit,  comme  lieu  des  pôles  d'un  plan  par  rapport  aux 
quadriques  passant  par  la  cubique. 

Si  trois  quadriques  passant  par  la  cubique,  et  n'axant  que 
celle-ci  en  commun,  ont  pour  équations 

Q,  -  o,         Q}  —  <>.         Q  ;  —■  o, 

le  lieu  des  pôles  d'un  plan  V  axant  pour  équation 

\\   :    VA       GZ       DT  -  o, 


-)„>-> 


par  rapport   aux  quadriques  passant  par  la  cubique  considérée, 
peut  se  représenter  par 


dx 

ày 

àz 

dt 

oo. 

0Q2 

„<>, 

<K), 

dx 

ôy 

àz 

dt 

d<h 

„<>, 

dQ3 

dQ3 

O.r 

ày 

os 

dt 

A 

B 

C 

D 

Cette  forme  d'équation  montre  que  la  surface  du   troisième  ordre 
constitue,  avec  le  plan  P,   le  jacobien  du  système  de  quadriques 


(  W  +  BY  +  CZ  + 


Q3  =  o, 
DT)2  =  o. 


La  surface  du  troisième  ordre  est  une  des  nappes  du  jacobien; 
la  correspondance  qui  existe  entre  les  points  d'un  jacobien  donne 
une  représentation  de  la  surface  sur  le  plan. 

J'ai  étudié  en  détail  les  surfaces  du  troisième  ordre  dont  je 
viens  de  parler;  celte  étude  fait  l'objet  d'un  Mémoire  spéeial. 

8.  Généralisation.  —  Si  l'on  développe  le  déterminant  qui 
est  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  surface  du  troi- 
sième ordre,  cette  équation  prend  la  forme 


AS,-^BS2  +  GS3-hDS4=:  o; 


les  équations 


S  2  =    O,  S;j   ?=   O, 


S. 


représentant  les  surfaces  conjuguées  des  plans  du  tétraèdre  de 
référence.  On  peut  remarquer  que  si,  au  lieu  de  prendre  pour 
A,  B,  C,  D  des  constantes,  on  prenait  des  fonctions  d'ordre 
ni  —  3,  on  aurait  l'équation  d'une  surface  d'ordre  m  admettant 
en  chaque  point  de  Y,  pour  plan  tangent,  le  plan  osculateur  à  Y 
qui  est  tangent  à  chacune  des  surfaces  S,,  S2,  S3,  S4.  On  a  donc 
l'équation  de  surfaces  d'ordre  ni  avant  Y  comme  ligne  asympto- 
tique;  je  vais  montrer  que  Ton  a  ainsi  l'équation  générale,  et  dé- 
duire de  cette  forme  d'équation  quelques  propriétés  des  surfaces 
en  question. 

(J.   Nombre  de  conditions  nécessaires  pour  au  une  cubique 
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soit  asymplotique,  Pour  <|u  une  cubique  donnée  > » > 1 1  ligne 
;is\ mplol i < | iit*  (I  une  surface  <l  ordre  m,  il  l.mi  :  i"  < 1 1 m  la  cubique 
soit  (oui  entière  sur  la  surface,  ce  qui  donne  »///  •  i  conditions; 
•>."  que  le  plan  tangenl  à  la  surface  en  chaque  poinl  soil  le  plan 
oscillateur  à  l;i  cubique. 
Si  celle-ci  esl  donnée  par 

\        \        Z       T 
/  •   'T*s    à  ~    ï' 

I  équation  du  plan  tangenl  en  un  point  de  cette  courbe  à  la  sur- 
face 

Fi  \.  Y,  \ .  ï  i      «,. 
qui  le  contient,  esl 

\  r.;.(  X»,  x*,  à.  i  »  -i-  ï  r;  <  ).:i.  i\  x,  ï)  -+-  z  Fi<  X»,  Xj,  X,  1 1 

-<-  rr  F|  i  ).:5.  X2,  /..  1 1  -  <>. 

les  coefficients  de  l'équation  étant  les  dérivées  partielles  dé  F,  où 
l'on  a  remplace  X,  Y,  Z,  T  respectivement  par  a:{,  a2,  X,  i . 

Le  plan  tangenl  à  la  surface  et  le  plan  osculateur  contenant, 
tous  deux,  la  tangente  à  la  cubique,  pour  exprimer  (pi  ils  se  con- 
fondent il  suffit  d'écrire  que  leurs  traces  sur  un  des  plans  de 
coordonnées  sont  parallèles.  Or,  l'équation  du  plan  osculateur 
en  un  point  de  la  cubique  étant 

\  —  M  Y  —  3X*Z  —  X3  =  o, 

pour  que  le  plan  osculateur  se  confonde  avec  le  plan  tangenl  à  la 
surface,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

3X  F^(X3,X3,  X,  i)-f-  F;(X3,A*,X,  i)  =o. 

Mais  comme  la  surface  contient,  par  hypothèse,  le  point  à  l'in- 
fini sur  OX  et  v  admet,  comme  tangente,  la  droite  Z  =  T=o, 
l'équation  de  la  surface  ne  contient  pas  de  terme  en  X.m,  ni  en 
X™-'Y. 

On  déduit  de  là  que  les  termes  de  degré  les  plus  élevés  en  a 
proviennent  :  i"  dans  F  x  de  la  dérivée  du  terme  en  V"'/,  ; 
a0  dans  F'  de  la  dérivée  du  terme  en  X'"  -ï  '-.  Ces  termes  don- 
nent, dans  l'équation  considérée,  des  termes  de  degré  >/;/ —  4, 
qui  ne   se  réduisent   p;i^.   D'autre  part,  il  y  a   un  terme  indépen- 
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d.-iiii  provenant  de  la  dérivée  du  terme  en  VI'"'  '.  Donc  Inéqua- 
tion précédente  est  de  degré  \\m  —  \  en  a. 

Cela  exprime  que,  si  une  surface  d'ordre  m  passe  par  une  eu- 
bique  gauche,  il  y  a,  en  général,  3 m  —  /j  points  de  la  cubique  pour 
lesquels  le  plan  oscillateur  est  langent  à  la  surface.  Pour  que  la 
cubique  soit  asymptotique,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  qui  dé- 
termine ces  points  se  réduise  à  une  identité,  ce  qui  donne  Sm  —  3 
condilions,  à  ajouter  à  celles  qui  expriment  que  la  cubique  est  sur 
la  surface. 

En  résumé,  pour  qu'une  su /'face  (V  ordre  m  contienne  une 
cubique  gauche  et  l'admette  comme  ligne  asymptotique,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  vérifient 

(3m+i)+(3/n  —  3  )  =  6  m  —  •>. 

équations  de  condition  linéaires. 

L'équalion  générale  des  surfaces  d'ordre  m  contenant 

(  m  -b  i)  (  ni  -h  2  )  (  m  -+-  3  ) 


coefficients  entrant  de  façon  homogène,  il  doit  rester,  dans  l'équa- 
tion des  surfaces  considérées, 

(  m  —  î )  ( m  —  2 )(m  +  9) 


coefficients  dont   les   rapports  sont  arbitraires.   Pour  m  =  3,  on 
trouve  4  coefficients  :  c'est  bien  le  nombre  constaté. 

10.   Forme  générale  d"  équation  des  surfaces  d'ordre  m.  — 

L'équation 

OOy     dQt     àQi     dQi 

âx       ùy        ()z        dt 

ÔQ,     ôQt     <>2      0O, 
ùx       ùy       dz        dt 

àQ*     àQ*     dQ3     <?Q3 

ôx       ùy        dz        ùt 

A         B        C         D 

où  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  arbitraires  d'ordre  ///  —  3,  esl 
bien    l'équation  générale  des  surfaces   d'ordre   m   admettant    une 
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cubique  comme  asymptotique.  La  cubique  élanl  donnée,  il  se  m  hic 
que  l  équation  conl  ienne 

t  <  m  —  >  )  (  ///        i  )  /// 

coefficients  homogènes  el  arbitraires,   figurant  dans  A,  B,  (>,  I), 

el  Ton  a 

,  (  ///      a  )( m  —  \)m       |  ///      i  1 1  ///      2) (m    !   9) 

1 

(  m  —  1)  (  m  —  2)  (  m  —  3  ) 

■>. 

Mais  on  pctii  multiplier  les  lermes  d<-  chacune  «les  premières 
lignes  par  des  fonctions  arbitraires  <!<•  degré  ///  —  4  rl  ajouter  les 
résultats  à  la  dernière,  sans  changer  l'équation;  or  le  nombre 
des  coefficients  de  ees  fonctions  est  précisément  le  nombre  sura- 
bondant. 

Donc  l'équation  précédente  est  bien  l'équation  générale  cher- 
chée. 

III. 

PROPRIÉTÉS    DES    SURFACES    AYANT    UWE    CUBIQUE    ASYMPTOTIQUE. 

11.  Propriétés  générales.  —  Les  surfaces  ayant  pour  asym- 
ptotique  une  cubique  Y  ont  des  points  doubles  sur  cette  cubique; 
si  celle-ci  est  représentée  par 

X        Y        Z        T 

X»  ~"  X*  ~  X  ~  7  ' 

les  coefficients  de  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface  en  un 
point  de  T  sont  proportionnels  à 

It     _3X,      3X2,      _X:f, 

de  sorte  que,  si  le  premier  est  nul,  les  autres  le  sont  aussi.  Or,  si 
l'on  calcule  F'r,  F(x,y,  z,  t)  =  0  étant  l'équation  de  la  surface 
considérée  et  F  étant  de  la  forme,  déjà  signalée, 

\s,-v-  BSj-hCSg-i-  DS4, 

el  si  Ton  remplace  dans  F,.  ,r,  y.  ~.  /  parX3,  ).-.  X,   1.  <>n  trouve 


-  ±>v>  - 
facilement 

f;(X»,  a2,  x,  0  =  \(ï\  à2,  x,  oà3+  •>< *3, >-2-  >-  0*s 

-4-  C(X3,  À'2, À,  i)X  -+-  I)(  À:S  À2.  À,  I). 

Donc  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  F  sont  nulles 
pour  les  valeurs  de  j',j',z,  t  qui  correspondent  aux  poinls  d'in- 
lerseclion  de  la  cubique  F  avec  la  surface 

A\-r  BY-h  CZ-H  DT  =  o. 

Celte  surface  est  d'ordre  m  —  2;  donc  les  surfaces  considérées 
doivent  avoir,  sur  F,  .'>(/??  —  2)  points  doubles. 

1*2.  Les  surfaces  admettant  1"  comme  asymplotique  ne  sont  pas 
les  plus  générales  parmi  celles  qui,  contenant  F,  ont  sur  cette 
courbe  3 (m  —  2)  points  doubles.  Si  l'on  se  donne  les  positions 
des  points  doubles,  on  a  3(m  —  2)  conditions  à  ajoutera  celles 
qui  expriment  que  F  est  asvmptotique,  ce  qui  donne 

6  m  —  2  -1-  3  (  m  —  2)  =  9  m  —  8 

conditions.  Si  l'on  veut  exprimer  seulement  que  la  surface  con- 
tient T  et  qu'elle  a  3 (m  —  2)  points  doubles  donnés  sur  T,  on  a, 
quel  que  soit  />?,  trois  équations  de  moins  à  écrire.  En  effet,  on  a 
3//z  -+-  1  équations  à  écrire  pour  exprimer  que  F  est  sur  la  surface; 
mais,  cela  fait,  il  ne  reste  plus  que  deux  équations  à  écrire  pour 
exprimer  qu'un  point  de  F  est  point  double  de  la  surface  (');  on 

a  donc  en  tout 

3w  +1  +6(w  -  2  )  =  9  m  —  il 

conditions.  On  peut  remarquer  que  si  une  surface  contenant  Y 
a  un  point  double  sur  cette  courbe,  la  tangente  à  celte  courbe  ne 
coupe  la  surface  qu'en  trois  poinls,  tandis  que  si  Y  est  asvmpto- 
tique la  tangente  coupe  en  quatre  points. 


(')  Si  l'on  a  exprime  qu'une  surface  F  (a?,  y,  z)  —  0  contient  une  courbe  C, 
pour  exprimer  qu'un  point  de  cette  courbe  est  point  double  il  suffit  d'écrire  que 
deux  des  dérivées  partielles  de  F  s'annulent  en  même  temps  pour  ce  point.  Si  la 
tangente  à  C  n'est  pas  parallèle  au  plan  des  xy  les  conditions  Y x  =  o,  Kv  =  0  ex- 
primeraient, si  l'on  avait  Vz  "-  o,  qu'il  y  aurait  un  plan  tangent  parallèle  au  plan 
des  xy,  ce  qui    est  impossible.    On   doit  donc   avoir  V':  —  <>  en  même  temps  que 

c'  I.'' 


Lu  particulier  pour  m  3,  la  surface  doit  avoir  trois  points 
doubles  et  contenir  les  tangentes  a  l 'en  ces  points;  réciproque- 
menl  toute  surface  du  troisième  ordre,  < | u i  contenant  I  possède 
sur  cette  courbe  trois  points  doubles  distincts  et  contient  les 
tangentes  en  ces  points,  admet  I  comme  asymptotique. 

\\\.  Surfaces  </ui  divisent  havmoniquenient  1rs  cordes  de 
leur  cubique  asymptotique.  —  Il  esl  toul  indiqué  de  chercher 
s'il  existe  des  surfaces  qui  soient  leurs  propres  conjuguées;  si  I  on 
(ail  m1 '  =  m  dans  l'équation  qui  donne  le  degré  de  la  conjuguée 
d'une  surface,  on  a 

comme  />    '//,  si  V  n'est  pas  ligne  multiple,  <>n  ne  peul  faire  que 
les  hypothèses 

k  = h  =  i . 

La  première  conduit  aux  quadriques  contenant  F,  la  seconde 
aux  surfaces  du  quatrième  ordre  admettant  F  comme  asympto- 
tique. Or,  l'équation  générale  des  surfaces  du  quatrième  ordre 
admettant  F  comme  asymptotique  dépend  de  douze  paramètres; 
autrement  dit,  on  peut  assujettir  une  de  ces  surfaces  à  passer  par 
douze  points  arbitrairement  choisis.  Si  la  surface  doit  être  sa 
propre  conjuguée  elle  est  déterminée  par  six  points  et  leurs  con- 
jugués. 

D'autre  part,  si  l'on  considère  un  système  composé  de  trois  qua- 
driques contenant  F  et  d'une  quatrième  quadrique  quelconque, 
deux  points  conjugués  sur  le  jacobien  de  ce  système  sont  conju- 
gués par  rapport  à  T,  et  toute  corde  de  F  est  divisée  harmonique- 
ment  par  la  surface.  Et  précisément,  L'équation  du  jacobien 
dépend  de  six  paramètres,  bien  que  la  quatrième  quadrique  dé- 
pende de  neuf  paramètres,  parce  qu'on  peul  remplacer  cette 
quadrique  par  une  quelconque  du  réseau  défini  par  les  quatre 
quadriques. 

On  peut  considérer  une  surface  au  quatrième  ordre  ayant  pour 
ligne  asymptotique  une  cubique  gauche  dont  elle  divise  harmo- 
niquemenl  toutes  les  cordes,  comme  la  jacobienne  correspondant 
à  un  système  de  quadriques  avant  six  points  communs  ;  la  cubique 
asymptoticrue   est  celle  qui  passe  par  les  six   points.  Car  on  peut 
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toujours  prendre,  pour  trois  desquadriques  du  système,  trois  sur- 
faces passant  par  un  septième  point  de  la  cubique  déterminée  par 

les  six  points. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  si  les  points  sont  distincts  ils  ne 
sont  pas  d'ordre  de  multiplicité  supérieur  à  deux.  Le  cône  des 
tangentes  en  chaque  point  est  celui  qui  passe  par  les  cinq  autres. 
Si  deux  points  se  confondent  ils  donnent  un  point  triple  et  la 
surface  contient  la  tangente  à  Y.  Si  les  points  se  confondent  deux 
à  deux  la  surface  se  décompose;  d'ailleurs,  il  n'existe  pas  de 
surface  du  quatrième  ordre  ayant  trois  points  triples,  non  en 
ligne  droite.  La  décomposition  donne  une  surface  de  troisième 
ordre  et  le  plan  conjugué,  on  retrouve  ainsi  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre  comme  nappes  de  jacohien. 

14.  Surface  remarquable .  —  Sans  entrer  dans  le  détail  des 
particularités  qui  peuvent  se  présenter,  et  qu'il  est  facile  d'étu- 
dier, je  citerai  seulement  un  cas  remarquable,  celui  où  les  six 
points  de  base  du  système  desquadriques  se  confondent  trois  par 
trois  ;  c'est-à-dire  le  cas  dans  lequel  la  cubique  a  deux  contacts  du 
second  ordre  avec  une  quadrique  du  système  ne  passant  pas  par 
F.  On  peut  prendre  pour  cette  quadrique  soit  le  système  des  plans 
oscillateurs  aux  deux  points  P  et  Q,  soit  le  système  des  plans  qui 
passent  par  PQ  et  qui  sont  tangents  à  Y  chacun  en  l'un  des  points 
P  etQ. 

Si  la  quadrique  est  formée  par 

\T  =  o, 
l'équation  de  la  surface  est 

•TS,-4-XS«  =o. 
Si  la  quadrique  est  formée  par 

YZ  =  o, 
l'équation  de  la  surface  se  présente  sous  la  forme 

ZS2-h  YS3  =  o; 


v>2!)  

on  peul  s érifier  que 

TS,       XS«      ZS,      ^;       i(XZ>      V*T). 

La  surface  <'n  question  est  réglée,  ses  asymptotiqucs  non  rec- 
h lignes  sohi  les  cubiques 

\  ï  Z         I 

/  ■         Li  I         /.  >  i 

qui  se  déduisenl    homngraphiquemenl   de  I    par  la   transforma- 
i  ion 

X  =  /-.         \       /,,-,         Z  =  **,         T      /. 

On  en  conclut  immédiatement  que  la  surface  considérée  divise 
harmonique  ment  les  cordes  de  l'une  quelconque  de  ses  asyni- 
ptotiques. 

io.  Celle  surface  se  caractérise,  parmi  toutes  les  surfaces  du 
quatrième  ordre  ayant  udc  droite  triple  et  nue  simple,  par  la 
propriété  suivante  :  C'est  la  seule  surface  de  celle  catégorie 
qui  puisse  se  transformer  homo graphiquement  en  elle-même 
de  façon  que  les  points  homologues  ne  soient  pas  situés  sur 
une  même  génératrice. 

Si  une  surface  ayant  deux  directrices  multiples  se  transforme 
homographiquement  en  elle-même,  ces  directrices  sont  évidem- 
ment des  arêtes  du  tétraèdre  qui  se  conserve  en  même  temps 
qu'elles.  Si  la  directrice  simple  est  rejetée  à  l'infini  et  si  Ton 
prend  pour  plans  de  coordonnées  des  faces  du  tétraèdre  invariable, 
l'équation  de  la  surface  doit  pouvoir  s'écrire 


■ni- 


La   transformation   conservanl    le  tétraèdre    correspond  à   des 
équations 

\  =  <i.i\        \  =  tn-,        Z  =  cz. 
Si  donc  on  pose 


y 

—  =  u. 

V 
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la  fonction  F  doil  vérifier  l'équation  de  condition 


*(!«)=<*<«* 


si  I  on  écarte  le  c;»s  on 

b 

rr=     1,  C  =    I, 


" 


cas  dans  lequel  les  points  homologues  sont  sur  une  même  géné- 
ratrice, et  qui  est  réalisé  quel  que  soit  F,  il  ne  resle  plus  que 
celui  où  F(//.)  est  homogène,  et  comme  on   n'a   qu'une  variable, 


on  a 

F  (  u)  —  A  u  ' 


Les  conoïdes  admettant  la   transformation   indiquée  sont  donc 
donnés  par  des  é<j  nations  de  la  forme 


x 


m  étant  commensurable  pour  les  surfaces  algébriques;  si  m  —  - 

les  directrices  sont  d'ordres/?  et  gr,  et  la  surface  d'ordre p -\-  q. 
On  peut  supposer  j>  >>  q  ;  alors,  pour  qu'on  ait  p  +  <J  —  4?  '' 
faut  Que  p  =  3,  q  =  î .  On  ne  trouve  donc  que  la  surface  déjà  si- 
gnalée. 

16.  Surface  formée  des  cordes  (T  une  cubique.  —  Les  sur- 
faces réglées  dont  les  génératrices  sont  des  cordes  d'une  cubique 
gauche  sont  évidemment  leurs  propres  conjuguées  par  rapport  à 
cette  cubique.  On  sait  que  les  cordes  qui  appartiennent  à  un  com- 
plexe linéaire  L  forment  une  surface  du  quatrième  ordre  dont  la 
cubique  est  ligne  double;  de  plus  sur  une  pareille  surface  il  v  a 
une  courbe  du  sixième  ordre,  Cfi,  dont  les  tangentes  appartiennent 
au  complexe  L,  et  qui  par  suite  est  une  as\  mptotique.  Cette 
courbe  peut  se  décomposer  en  deux  cubiques. 

Soit  (T)  une  transformation  homograpliique  conservant  une 
cubique  T;  les  droites  qui  joignent  des  couples  de  points  homo- 
logues engendrent  une  surface  appartenant  à  la  catégorie  dont  je 
viens  de  parler.  La  courbe  C6  se  conserve  évidemment  lorsqu'on 
effectue  la  transformation  (T);  or  celle-ci  ne  conservant  que  des 
cubiques,  Cc  se  décompose  en  deux  cubiques. 
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Si   la    cubique  I    C8l  donner  11,11 

\        \        Z       T 

/  :        t  i        \  "     1 

ci  si  la  transformation  (T)  esl  définie  par 

\        ll'.r,  \    =  ll*y,  Z         II  r..  T        /. 

I  équation  de  la  surface  correspondante  esl 

il,  VZ      \l     -(Il  h-i)*i  Y»      /A  ,,/.       ÏT)   -  o. 

Il  est  facile  de  constater  que  l'équation  d'une  surface  du  qua- 
trième ordre  ayant  T  pour  ligne  double,  et  se  transformant  en 
elle-même  par  une  transformation  bomographique  conservant  f, 
peul  toujours  se  ramener  à  cette  forme. 

17.  Surfaces  réglées  dont  toutes  les  asympto tiques  sont  des 
cubiques  gauches.  —  Si  une  surface  réglée  n'a  pour  lignes 
asymptotiques  que  des  cubiques  gauches,  ses  génératrices  appar- 
tiennent à  une  infinité  de  complexes  Linéaires;  par  suite,  elles 
rencontrent  deux  droites  qui  peuvent  se  confondre  en  une  seule. 
La  surface  peut  se  définir  comme  le  lieu  des  droites  qui  joignent 
chaque  point  dune  cubique  aux  points  où  le  plan  oscillateur  cor- 
respondant coupe  une  droite  A.  Et,  réciproquement,  toute  surface 
ainsi  définie  n'a  pour  lignes  asymptotiques  que  des  cubiques 
gauches,  car  ses  génératrices  appartiennent  à  une  congruence 
linéaire,  et  par  suite  les  lignes  asymptotiques  peuvent  se  déduire 
les  unes  des  autres  par  une  transformation  bomographique. 

En  effet,  si  la  surlace  a  ses  directrices  distinctes,  on  a  vu  plus 
haut  (lo)  qu'elle  admettait  des  transformations  conservant  les 
génératrices.  Si  les  directrices  sont  confondues,  l'équation  de  la 
surface  peut  s'écrire  (voir  Bull.,  t.  XIX,  p.  {2) 

_/ZX— mYT     V 

F{-     V       '  x 
et  la  surface  admet  la  transformation 

\  —  ai-.         \        ay,         X  =  az  -+-  bmy,         T  =  al   -  bx  : 
dans  un  cas.  comme  dans  l'autre,  on  peut  disposer  des  constantes 
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(Je  façon   à  transformer  une  asymptotique  donnée  <in   une  autre 
également  donnée. 

18.  On  peut  donc  déterminer  une  surface  à  asymptotiques 
cubiques,  en  donnant  une  de  ses  as\  ni pto tiques  T,  et  une  directrice 
rectiligne  A.  Si  A  rencontre  r  en  />  points  et  est  dans  iz  plans 
oscillateurs,  on  peut  mener  d'un  point  de  A  3  —  ir  plans  oscilla- 
teurs autres  (pie  les  plans  fixes;  d'antre  part,  tout  plan  passant 
par  A  coupe  V  en  3  — p  points;  ce  plan  contient  donc  3  — />  géné- 
ratrices, pins  A  qui  est  d'ordre  de  multiplicité  3  —  t..  L'ordre  de  la 
surface  est  donc  6  —  (/>-|-tc). 

On  peut,  par  suite,  avoir  les  types  de  surfaces  suivantes  : 

i"  Surfaces  du  sixième  ordre  à  directrices  triples  distinctes 
(A  ne  coupe  pas  Y  et  n'appartient  pas  au  complexe  qui  contient 
les  tangentes  à  Y); 

2°  Surface  du  sixième  ordre  à  directrice  unique  triple  [A  ne 
coupe  pas  F  et  appartient  au  complexe  (')]; 

3"  Surface  du  cinquième  ordre  à  directrices  triple  et  double 
(la  première  rencontre  Y,  la  seconde  est  dans  le  plan  oscillateur 
au  point  de  rencontre); 

4°  Surface  du  quatrième  ordre  à  directrice  unique  double  (la 
directrice  coupe  Y  et  est  dans  le  plan  oscillateur); 

5°  Surface  du  quatrième  ordre  à  directrices  triple  et  simple  (la 
première  est  une  corde,  la  deuxième  est  l'intersection  des  plans 
oscillateurs  aux  extrémités  de  cette  corde); 

6°  Surface  du  troisième  degré  à  directrice  unique  (la  directrice 
est  tangente,  la  surface  est  une  surface  de  Cajley). 


(')  M.  Kccnigs,  en  étudiant  les  surfaces  qui  contiennent  des  familles  de 
courbes  unicursales  de  degré  donné,  a  fait  remarquer  {Annales  de  l'École  Nor- 
male, p.  187;  iSSX)  que  la  surface  générale  admettant  une  famille  de  cubiques 
et  de  droites  est  du  sixième  ordre.  On  voit  que  ces  cubiques  peuvent  être  les 
asymptotiques  dans  le  cas  de  Tordre  maximum. 
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COMPTAS   RENDUS   DUS  SÉANCES, 


SÉANCE   DU  9  NOVEMBRE    1898. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    LECORN1  . 


Élections  : 


Sont  élus,  à   l'unanimité,    membres  de   la  Société  :  MM.  Cari 
Stôrmer  et  AL  Ziwet,  présentés  par  MM.  Lai  sa  ni  et  Le  moine. 

Communications  : 

M.  Kipert  :  Sur  des  propriétés  des  coniques  et  sur  le  carac- 
tère projectif  des  propriétés  métriques. 

M.   Borcl  :  Sur  les  singularités  des  séries  de  Taylor. 

M.  Leau   :  Extension  d'un  théorème  de  M.   Hadamard  à 

V étude  des  séries  de  Taylor. 

M.  Hadamard  adresse  un  Mémoire  Sur  les  conditions  de  dé- 
composition des  formes. 

M.  G.  Humbeut  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  une  interprétation  géométrique  de  l'équation  modulaire 
pour  la  transformation  du  troisième  ordre. 

/(X-X1)(X-Xt)(X--Xf)a-X4) 

on  fait  la  substitution  \  =  -  ,  f  et  <p  désignant  deux  polynômes 

d'ordre  ip  -\-  i ,  on  sait,  depuis  Jacobi,  que  la  transformée  sera 
une  intégrale  elliptique,  à  condition  que,  pour  a  =  X/,  on  ait  iden- 
tiquement 

/(a?)—  X,f(a?)  =  (x-xi)Pf(x)        (i=  i,  ?..  ;.  j  >. 

Xi  étant  une  constante  et  Pi(x)  un  polynôme  en  x.  On  a  alors 

<ft  r  dx 


r dl         =  ?  f  _ 

J  /(X  — X,)...(X  — X*)       '  J  vV 


ar,)...(a:—  /  , 


g  désignant  une  constante,   et  Les   modules  des  deux  intégrales 
x x  vi .  1 6 
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elliptiques  en  X  et  en  x  sont  liés  par  l'équation   modulaire   pour 

n  =  zp  -+-  i  . 

Géométriquement,  on  peut  interpréter  ce  résultai  comme  il 
suit  : 

Sur  une  courbe  unicursale  C,  dont  les  coordonnées  d'un  point 
s'expriment  rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre  se,  con- 
sidérons l'involution  définie  par  L'équation  f(x) —  Ao(.z')=o, 
/'et  co  étant  des  polynômes  d'ordre  ip  — f—  i  :  s i  quatre  groupes  de 
l'involution,  correspondant  aux  valeurs  )M  ,  X2,  X3,  ),-,  de  )»,  sont 
formés  respectivement  par  un  point  simple,  a?/,  et  par  2/?  points 
confondus  deux  à  deux,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  va- 
leurs A/  et  celui  des  quatre  valeurs  Xi  sont  liés  par  l'équation  mo- 
dulaire pour  n  =  ip  -\-  f  . 

Par  exemple,  sur  une  cubique  plane  unicursale,  les  droites 
issues  d'un  point  fixe  quelconque  P  découpent  les  groupes  d'une 
involution,  qui  jouit  de  la  propriété  ci-dessus  :  les  quatre  groupes 
remarquables  sont  en  effet  découpés  par  les  quatre  tangentes  me- 
nées de  P  «à  la  cubique.  De  là  ce  théorème  : 

Soit  une  cubique  plane  unicursale  quelconque  ;  les  quatre 
tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  un  point  arbitraire  la 
coupent  de  nouveau  en  quatre  points  :  le  rapport  anharmo- 
nique des  droites  qui  joignent  à  ces  quatre  points  le  point 
double  de  la  cubique  et  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
tangentes  primitives  sont  liés  par  V  équation  modulaire  du  cas 
de  n  =  'd. 

Si  p  et  a-  désignent  les  deux  rapports  considérés,  cette  équation 
est 

(1)  {/p„_h{/(i_p)(i_  a)  =  i. 

C'est  l'équation  classique  entre  les  modules  de  Legendre  k2  et/,;'. 

On  peut  donner  de  ce  résultat  une  vérification  géométrique 
simple. 

Soit  la  cubique  unicursale 

.r:}  +  3 \*xy*  -h  3a?2 -h  r"2  =  <>. 

qui  a  un  point  double  à  l'origine  et  dont  Ox  est  un  axe  de  symé- 
trie;   menons  lui  Les  quatre  tangentes   parallèles  à  cet  axe;   non- 
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trouvons  ^ms  difficulté,  pour  leur  rapporl  anharmonique, 

)      ,      i/.      o 
(1       ÔM35      i 

et,  pour  le  second  rapporl  enharmonique 

,     I  )      , 


a-t-i)(3x    i 


valeurs  qui  vérifient  la  relation  (i).  On  voit  de  plus,  puisque  p  et  9 
sonl  exprimés  rationnellement  en  a,  que  l'équation  modulaire 
pour  n    :  .">,  entre  k3  el  A:J,  esl  de  genre  zéro. 

Du  théorème  général  se  déduisent  quelques  conséquences  : 

i°  Supposons  p  =  o*,  c'est-à-dire  l<%s  deux  rapports  anharmo- 
niques  égaux;  en  ce  cas,  si  Ton  désigne  par  I)  le  point  double  de 
la  cubique,  par  P  le  point  d'où  parlent  les  quatre  tangentes,  par 
mK,  ...,  m4  les  points  où  ces  tangentes  coupent  de  nouveau  la 
courbe,  les  six  points  mK,  .  .  .,  m4,  I'  et  D  sont  sur  une  conique. 
D'ailleurs  les  relations  (?.)  cl  (3)  montrent  que,  lorsque  p  =  7,  les 
quantités  —  p  et  — n  sont  une  des  racines  cubiques  imaginaires 
de  l'unité  ou  onl  une  des  valeurs  o,  —  i ,  ce.  En  laissant  de  côté 
ce  dernier  cas,  où  deux,  des  points  nii  coïncident,  on  peut  dire 
que  : 

Si  les  quatre  points  où  les  tangentes,  menées  d'un  point  P  à 
la  cubique,  coupent  de  nouveau  cette  courbe,  sont  situés  avec 
le  point  P  et  le  point  double  sur  une  même  conique,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  tangentes  est  équian harmonique,  et 

réciproquement. 

Le  lieu  du  point  P  est  alors,  comme  on  le  voit  directement 
sans  difficulté;  la  droite  qui  contient  les  trois  points  d'inflexion  de 
la  cubique. 

2°  Si  la  cubique  a  un  point  de  rebroussement,  le  théorème  gé- 
néral subsiste;  une  des  tangentes  issues  de  P  passe  alors  par  le 
point  de  rebroussement  D,  et  le  point  /»,  correspondant  esl  le 
point  où  la  droite  PD  coupe  de  nouveau  la  cubique. 

On  en  tire  immédiatement  l'équation  du  lieu  des  points  de  rc- 
brousscmcni  des  cubiques  qui  touchent  trois  droites  concourantes 
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<i  passent  par  trois  points  situés  sur  ces  droites;  ce  lieu  es!  une 
courbe  unicursale  du  sixième  ordre,  qui  se  déduil  <lc  ht  courbe 
modulaire  (i)  par  une  transformation  quadratique  1res  simple. 

M.  GouusAT  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  l'équation  AAw  =  o. 

L'équation  du  quatrième  ordre  AA«  =  o,  où  A  =  -r 1 ,  a 

1  '  (A272  ôy'L 

fait  l'objet  d'un  grand  nombre  de  travaux,  qui  ont  surtout  pour 
bat  la  solution  du  problème  suivant  : 

Déterminer  une  intégrale  de  cette  équation,  continue  ainsi 
que  ses  dérivées  à  V intérieur  d'une  aire  simplement  connexe, 

connaissant  la  valeur  de  u  et  de  la  dérivée  -.- >  prise  suivant 

an    ' 

la  normale  intérieure,  en  chaque  point  du  contour  qui  limite 
cette  aire. 

Dans  le  cas  où  le  contour  se  réduit  à  une  circonférence,  le  pro- 
blème précédent  se  ramène  au  problème  classique  de  Dirichlet, 
relatif  à  l'équation  Aw  =  o. 

Toutes  les  intégrales  de  l'équation  AA^  =  o  étant  des  fonctions 
analytiques,  ainsi  que  l'a  démontré  M.  Picard,  si  l'on  prend  pour 
variables  indépendantes  z  =  x  -H  iy,  z'  —  x —  iy,  l'équation  de- 
vient 

()'*  u 

ôzïdz'*  ~<K 
dont  l'intégrale  générale  est 

«*■  =  /(*) -+-?(*')-4-^[/l<*)+?l(0]i 

en  revenant  aux  variables  x,y\  on  en  conclut  que  toute  intégrale 
de  l'équation  AA«  =  o  est  de  la  forme 

u  =  ^0,jk)-+-<>2-+- r2)  vi(x,y) 

v  et  r,  étant  deux  fonctions  harmoniques,  c'est-à-dire  deux  inté- 
grales de  Ap  =  o.  La  réciproque  est  d'ailleurs  aisée  à  vérifier. 

Cela  posé,  supposons  qu'il  s'agisse  de  déterminer  une  fonc- 
tion //,  contenue  à  l'intérieur   du  cercle  G,  qui  a  pour  équation 
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y-    -  i  -    o,  connaissanl  les  valeurs  de  u  et  de    ,    en  chaque 
point  de  C.  L  expression  <lc  //  peul  encore  s  écrire 

ce  qui  re\  ienl  à  remplacer  r  par  v  —  c,  dans  la  première  formule. 
('.clic  égalité  nous  fail  connaître  la  valeur  de  la  fonction  harmo- 
nique r(.r,  y)  tout  le  long-  de  C;  clic  est  égale  à  la  valeur  donnée 

de  //.  On  obtiendra  donc  v(x,y)  par  la  formule  connue,  qui 
donne  la  solution  du  problème;  de  Dirichlet  dans  le  cas  du  cercle. 
Connaissant  V (#,  y),  si  Ton  prend  les  dérivées  des  deux  membres 
de  la  formule  (i)  suivant  la  normale  intérieure,  on  a  une  nouvelle 
égalité  qui  fait  connaître  la  valeur  de  la  fonction  harmonique 
v{  (x,  y)  en  chaque  point  du  cercle;  ce  qui  nous  ramène  encore 
au  problème  de  Dirichlet. 

La  méthode  précédente  s'étend  sans  modification  à  l'espacé  et 
même  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 


SÉANCE   DU    23    NOVEMUKE    1898. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    LECORNU. 


Élection 


Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  Edwin  Blake, 
présenté  par  MM.  Vicaire  et  Borel. 

Communications  : 

M.  Cari  S  tonner  :  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de 
l'équation 

I  I  ,    7C 

m  arctan"  -  -+-  n  arclani;  -  =  k  -  • 

x  y        \ 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième 
degré  au  moyen  d 'abaques. 

M.  RafTy  :  Détermination  complète  des  surfaces  de  Joachims- 
tlial  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  liés  par 
une  relation. 

M.  Lecornu  :  Sur  le  mouvement  d' un  point  sollicité  par  une 
force  centrale  d  intensité  constante. 
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MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SUR  LES  SINGULARITÉS  DES  SÉRIES  DE  TAYLOR; 
Par  M.  Emile  Borel. 

M.  Hadamard  vient  de  publier  dans  les  Acta  maihematica 
(1.22)  la  démonstration  d'un  théorème  qu'il  avait  fait  connaître 
en  1897,  dans  les  Comptes  rendus.  Cet  énoncé  m'avait  très 
vivement  intéressé  dès  son  apparition  et,  comme  je  faisais  à  cette 
époque  un  cours  sur  la  Théorie  des  fonctions,  j'en  avais  cherché 
une  démonstration  pour  la  donner  à  mes  élèves.  Je  viens  de  re- 
connaître qu'elle  repose  sur  le  même  principe  que  celle  de 
M.  Hadamard;  mais  il  ne  me  semble  pas  inutile  de  la  publier, 
car  elle  est  simple  et  conduit  à  plusieurs  conséquences  nouvelles 
qui  augmentent  encore  l'intérêt  et  la  portée  du  beau  théorème 
de  M.  Hadamard. 

Ce  théorème  est  le  suivant;  considérons  les  trois  séries 

cp  (  z  )  =  a0  -+-  a  1  z  ■+-  «2  z'2  -+- .  .  . , 

f(z)  —  «o^o  -+-  ci]  b{z  -h  a2b2  s2 -h.  .  ., 

dont  les  deux  premières  ont  un  rayon  de  convergence  différent 
de  zéro  et  de  l'infini  (le  rayon  de  convergence  de  la  troisième  est 
alors  différent  de  zéro,  mais  peut  être  infini).  Ces  séries  défi- 
nissent alors  des  fonctions  analytiques  que  nous  considérons 
dans  tout  leur  domaine  d'existence.  Désignons  par  a  un  point 
singulier  quelconque  de  y(z>),  par  p  un  point  singulier  quelconque 
de  <H-s);  la  fonction  f(z)  ne  peut  avoir  d'autres  points  singu- 
liers que  les  points  a(3.  Tel  est  le  résultat  obtenu  par  M.  Hada- 
mard. 

Je  me  propose  de  le  compléter  en  montrant  que  la  nature  du 
point  singulier  ap  ne  dépend  que  de  la  nature  des  points  sin- 
guliers a  et  (3  ;  on  peut  la  déterminer  dans  des  cas  assez  étendus 
et  en  conclure,  en  particulier,  ce  fait,  sans  doute  général,  que, 
dans  les  cas  étudiés,  le  point  ap  est  effectivement  un  point  sin- 
gulier de  (((fonction  f(z).  Un  cas  d'exception  possible  est  celui 
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où   l'on  a 

Xp         y 

7.  ci  -/  étanl  deui  points  singuliers  de  v(z)\  (3,  [î'deui  points  sin- 
guliers  «le  (Li  z  »  ;  alors  on  obtienl  pour  /'(  :  i  deux  singularités  < |  "  i 
se  superposent;  il  peut  arriver  qu'elles  se  détruisent, 

Enfin,  je  montre  que  si  lc>  fonctions  y(z)  el  t]/(  s)  sont  respec- 
tivement uniformes  au  voisinage  des  points  a  et  fi,  la  fonction 
/'(:•)  esl  uniforme  au  voisinage  du  point  a(3.  En  particulier,  m 
/r.v  développements  en  série 

représentent  des  fonctions  uniformes  dans  tout  le  plan  (<),  î7 
e/ï  es/  <:/c  même  du  développement 

/(z)  =  a0 ^o  H-  at  ôi-a  -+-  <72  A2  -2 -H  «  •  •  • 

I. 

Nous  partirons  de  l'expression  (2) 

^*)-57îX+(*)T(") 

Dans  cette  expression,  R  et  R'  étant  les  rayons  de  convergence 
de  ®(z)  et  de  fy(z),  on  suppose  le  module  de  z  inférieur  à  RIV  et 
l'on  désigne  par  C  un  cercle  tracé  dans  le  plan  de  la  variable 
complexe  ne,  ayant  pour  centre  le  point  x  =  o  et  pour  rayon  un 

ii  .  1  R 

nombre  quelconque  compris  entre  -7-7  et  — • 

1  l  l  H        |  z  | 

Cette  expression  analytique  de  f(z)  reste  évidemment  valable 
si  l'on  déforme  le  contour  C  sans  lui  faire  traverser  de  point 
singulier  de  la  fonction  à  intégrer.  D'ailleurs  ce  contour  étant 
fixé  dune  manière  quelconque,  on  obtient  le  prolongement  ana- 
lytique de  f(z)  en  déplaçant  z  dans  son  plan,  à  condition  que 
les  points  singuliers  de  la  fonction  à  intégrer  ne  traversent 
pas  le  contour  d'intégration. 

(')  Voir  la  fin  de  cette  Note  pour  les  exceptions  possibles  clans  le  cas  de  lignes 
singulières. 

(2)  Cf.  Intermédiaire  des  mathématiciens,  t.  [,  p.  i3g,  171,  196,  197,  Notes 
de  MM.  Sadier,  Fehr,  Peano,  Borel. 


dx 
x 
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Or,  on  pourra  toujours  réaliser  celte  double  condition,  tant 
que  z  ne  sera  pas  tel  qu'un  point  singulier  de  la  fonction  y(z)  coïn- 
cide (*)  avec  un  point  singulier  de  la  fonction  <|m -)•  Si  l'on  dé- 
signe par  a  un  point  singulier  quelconque  de  o (z)  et  pat  [1>  un 
point  singulier  quelconque/^),  les  équations 

zx  —  a,         —  —  S 
x 

donnent 

Donc  le  prolongement  analytique  de  f(z)  sera  possible,  quels 
que  soient  les  déplacements  de  z  dans  son  plan  (2),  à  condition 
que  les  points  ap  soient  toujours  évités  (3).  Ces  points  sont  donc 
les  seuls  points  singuliers  possibles  de  f(z). 

IL 

Si  nous  considérons  la  fonction  ty(z)  comme  fixée,  et  la  fonc- 


(')  En  effet,  l'ensemble  formé  de  points  singuliers  d'une  fonction  étant  parfait 
(contenant  son  dérivé),  s'il  n'y  a  pas  coïncidence,  il  y  a  une  distance  finie  entre 
ces  deux  systèmes  de  points  singuliers. 

(2)  Il  y  a  cependant  un  cas  d'exception,  dans  le  cas  où  les  fonctions  ne  sont 
pas  uniformes;    il    est  relatif  au  point  z  —  o;  si  l'on  trace  le  contour  d'intégra- 

ot 
tion  sur  la  sphère,  pour  plus  de  clarté,  on  voit  que  les  points  singuliers  -  tra- 
versent alors  certaines  branches  de  ce  contour.  Aussi  peut-on  dire  que,  dans  le 
cas  où  f(z)  n'est  pas  uniforme,  le  point  z  =  o  est,  en  général,  un  point  singulier 
pour  le  prolongement  analytique  de  cette  fonction.  C'est  en  étudiant  un  exemple 
que  je  devais  à  une  communication  verbale  de  M.  E.  Lindelof,  que  j'ai  été  con- 
duit à  reconnaître  ce  cas  d'exception,  d'ailleurs  unique,  au  théorème  de  M.  Ilada- 
mard.  Je  dois  remercier  M.  Lindelof,  qui  m'a  obligeamment  autorisé  à  utiliser  sa 
communication. 

(3)  On  peut  matérialiser  comme  il  suit  le  raisonnement  précédent:  concevons 
le  contour  fermé  C  comme  un  fil  flexible  et  extensible,  les  points  singuliers  de 

tW  —  )  comme  des  épingles  piquées  dans  le  plan,  les  points  singuliers  de  z(zx) 

comme  des  épingles  qui  se  déplacent  lorsque  z  varie.  Il  faut  et  il  suffit  que  le  fil 
sépare  toujours  les  deux  systèmes  d'épingles.  Or  cela  sera  toujours  possible  par 
une  déformation  convenable,  si,  dans  leur  déplacement,  les  secondes  épingles  ne 
viennent  jamais  heurter  los  premières  (on  pourra  même  supposer  le  fil  à  une 
distance  finie  de  chaque  épingle,  ce  qui  suffit  pour  que  l'intégrale  soit  une  fonc- 
tion régulière  dex;);  le  fil  peut  acquérir  une  forme  très  compliquée,  mais  cela 
n'a  aucun  inconvénient. 
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i  nui  çp(-s)  (•<) m  me  variable,  la  fonction  ./("•)  se  déduit  de  sp  (45)  au 
moyen  d'une  opération  fonctionnelle  déterminée.  Cette  opération 
est  dtstributive  ('),  c'est-à-dire  que  si  l'on  ;i 

on  peul  poser 

/(*)     /t(,)  1  /,(*), 

les  fonctions /<  el  /a  se  déduisant  de  ? ,  et  de  cpa  par  le  même  pro- 
cédé qui,  appliqué  à  /',  donne  $.  Si  nous  posons 

on  peut  écrire 

(l)  H(«1-+-«ps>^)=  II(cp,,^)-f-II(ç|>2,^). 

Soit  5  =  a  un  point  singulier  de  <?(z)  ',  supposons  que  la  fonc- 
tion o2(s)  soit  régulière  en  a;  la  fonction  cp,  (5)  admet  alors  en  a 
/a  même  singularité  que  <p(s). 

Soit  p  un  point  singulier  quelconque  de  <|>(s);  la  fonction 
cpo(^)  étant  régulière  en  a,  la  fonction  H(cp2,  ^)  es£  régulière 
au  point  a(3  (voir,  plus  loin,  ce  qui  concerne  le  cas  d'exception 
possible  dont  nous  avons  déjà  parlé).  Donc,  il  résulte  de  l'éga- 
lité (1)  que  les  fonctions  H(cp,  à)  et  H(cpM  «[>)  ont  en  ajj  /«  même 
singularité.  Il  est  clair  que,  si  l'on  désigne  par  <!;,  une  fonction 
ayant  en  (3  la  même  singularité  que  d»  (c'est-à-dire  telle  que  <!/  —  dij 
soit  régulière  en  (3),  la  fonction  H(cp,,  -];,)  aura  en  a|3  la  même  sin- 
gularité que  H(cp,,  i]>),  c'est-à-dire  la  même  que  H(<p,  ^). 

Donc  /a  nature  de  la  singularité  ajiJ  es£  déterminée  par  la 
nature  des  singularités  cf.  et  (3. 

Pour  donner  immédiatement  une  application,  posons 

/    x  [  1  ^ 

'v    y        (a  — ^)/J        a/'        af+i 

(  m  -f-  1  )  (  m  -+-  2  ) . .  .  (  m  -h  p  —  1  )      zm 


H'^)-  (^—^3)7  ==    p«  +  £7+1  + 


1.2.  ...(/>  —  1)  a'»^ 

+  .  .  . 

(  m  -h  \) (  m  -±-  2.) .  . .(  m  -h  q  —  1  )     z "l 
1.2.  .  .  .  (  q  —  1  )  p /"-♦-«/ 


(')   Foi/*  les  travaux  de  M.  Pin  chérie  et  notamment  son  beau  Mémoire  Sur  le 
Calcul  fonctionnel  distributif  {Matheinalisclic  Annulai,  t.  'i9). 
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on  obtient 


Tv(m)  étant  un  polynôme  en  m  de  degré  p  -f-  q  —  2.  On  en  con- 
clut immédiatement  qucf(z)  admette  point  z  =  a  (3  comme  pôle 
d'ordre  /:>  -f-  q  —  i;  il  serait  aisé  de  compléter  ce  calcul  et  de  le 
rendre  plus  élégant;  nous  nous  contentons  d'en  énoncer  le  ré- 
sultat essentiel  : 

Si  le  point  cl  est  un  pôle  d'ordre  p  pour  'f(z)  et  le  point  (3  un 
pôle  d'ordre  q  pour  ^(-S-),  le  point  ajii  est  un  pôle  d'ordre 
p-\-q  —  \  pour  /(*). 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait 

C?  (  Z  )  =   -      —  =  A(l  -+-  Z  -4-  **-4- .  .  .)> 

la  fonction  ù(z)  étant  quelconque;  on  a  alors  visiblement 

On  en  conclut  immédiatement  que  : 

Si  le  point  a  est  un  pôle  simple  de  ®(z),  la  singularité  de 

f(z)  en  a[i  est  la  même,  à  un  facteur  constant  près,  que  la 
singularité  de  ty(z)  en  fi. 

Si  l'on  avait 

o(z)  =  — =  1  +  2^  +  3^-  +  ...+  nz'1-1-^  (n-hi)z'l-+-... 

T       '        (  i  —  z  )~  v  ' 

on  en  conclurait 

/(  z  )  =  b0  -f-  2  &i  z  -h  3  b.2  z2  -h  .  .  .  =  -r  [  -  «J»  (  z  )]> 

d'où  un  théorème  analogue  au  précédent  pour  le  cas  où  a  est  un 
pôle  double  de  cp(js).  D'une  manière  générale,  a  étant  un  pôle 
multiple  de  ©  (z),  la  connaissance  des  coefficients  des  puissances 
négatives  de  z  —  a  dans  le  développement  de  v(z)  au  voisinage 
de  ce  point  permet  de  former  une  expression  différentielle  D^  : 

l>^A^-!-A2^(^M-A3~(^6)    I   •••   i-A«7/^1(-"-1,V'. 
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telle  que  la  singularité  x(3  pour  /'<  z  i  smi  la  même  que  la  singula- 
rité (3  pour  I  )'l. 

Dans  le  cas  où  3  7  sérail  un  poinl  singulier  essentiel  isolé 
de  9i  5)  on  sérail  amené  à  considérer  une  expression  I  )à  d'ordre 
infini.  Ces  expressions  oui  été  étudiées  par  M.  Pincherle  dans 
divers  Mémoires  fort  intéressants  ('),  mais  nous  laisserons  cette 
question  de  côté  pour  le  moment. 

Dans  [e  cas  où  les  points  singuliers  a  ci  [3  sont  d'une  nature 
plus  compliquée,  on  ne  peut  rien  dire  en  général;  une  étude  spé- 
ciale est  nécessaire  pour  chaque  cas  particulier.  Le  lecteur  traitera 
aisément  le  cas  où  l'on  aœ(#)  =  log(i —  x).  Nous  allons  dire 
(|uel(|iies  mots  des   singularités   algébriques  des    plus    simples. 

Soit  (-) 

Vï(ï  +  i)...(a-r  m  —  i)    m 


4,(*)  =  (i-*)-P  =  2 

on  obtient 


/// . 
(P  +  i)...(P  +  />i-i) 


m  : 


f(    ^_Ya(a  +  i)...(a  +  m-i){i(?  +  i)...(P  +  flt-i) 

c'est-à-dire,  d'après  la  notation  de  Gauss, 

/((S)  =  F(a>  p,  i,  z). 

Nous  ne  discuterons  pas  ce  résultat,  qu'on  déduirait  tout  aussi 
aisément  de  la  représentation  de  f(z)  par  une  intégrale  définie; 
mais  on  voit  combien  les  singularités  algébriques  les  plus  simples 
de  o(z)  et  de  <\>(z)  peuvent  introduire  de  complication  dans  f(z). 
Aussi  nous  attacherons-nous  particulièrement  à  l'élude  du  cas  où 
f(z)  elà(z)  sont  uniformes;  mais  une  remarque  importante  doit 
d'abord  être  faite. 

III. 

Nous  avons  dit  que  la  nature  de  Ja  singularité  aft  pour  f(z)  ne 
dépendait  que  de  la  nature  des  singularités  a  et  fi.  Mais  notre  dé- 


(')   Voir  notamment  le  Mémoire  cité  [dus  haut. 

(2)  L'emploi  des  lettres  a  cl  [i  ne  peut  entraîner  aucune  confusion  avec  ce  qui 
précède. 
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monstralion  supposait  implicitement  que  la  singularité  ap  n'étail 
obtenue  qu'au  moyen  dy un  seul  couple  (a,  p);  en  d'autres  termes, 
mie  l'on  n'avait  pas 

a  et  a!  étant  des  points  singuliers  de  cp,  p  et  p'  des  points  singu- 
liers de  <1».  Dans  le  cas  où  cette  circonstance  se  produit,  le  point 
singulier  ap  doit  être  regardé  comme  double  et  l'on  obtient  sa 
nature  en  superposant  (par  voie  d'addition),  la  singularité  (déter- 
minée) résultant  de  la  combinaison  de  a  avec  p  et  la  singularité 
(déterminée)  résultant  de  la  combinaison  de  a'  avec  p\  Il  pourra 
arriver,  en  particulier,  que  ces  singularités  se  détruisent  et,  par 
suite,  que  f(z)  soit  régulière  en  ap.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par 
exemple,  si  l'on  prend 


*(«)=2 


b»„  +  <Z^  +  y 


11  importe,  d'ailleurs,  de  remarquer  que,  si  les  fonctions  co  et  'b  étant 
multiformes,  les  points  a  et  p  ne  sont  singuliers  que  pour  cer- 
taines brandies  de  ces  fonctions  (en  nombre  fini  on  infini),  il  en 
est  de  même  du  point  a|3  relativement  àf(z).  Les  singularités  a[3 
et  a'  [6'  ne  doivent  être  regardées  comme  coïncidentes  que  si  elles 
appartiennent  à  la  même  branche. 

Il  nous  paraît  inutile  d'insister  sur  ce  dernier  point;  car,  pour 
embrasser  des  cas  assez  généraux,  on  serait  amené  à  des  énoncés 
compliqués  et  dont  l'application  serait  moins  aisée,  dans  un  cas 
particulier  déterminé,  que  l'étude  directe  du  problème  dans  ce 
cas.  D'ailleurs  la  complication  des  singularités  obtenues  et  aussi 
la  complication  des  coefficients  des  développements  de  ïajlor 
ne  permettent  guère  d'espérer  que  le  théorème  de  M.  Hadamard 
soit  susceptible  d'applications  très  étendues  dans  le  cas  où  les 
fonctions  o  et  <!/  ne  sont  pas  uniformes.  Nous  allons  voir,  au  con- 
traire, qu'en  supposant  ces  fonctions  uniformes  on  arrive  à  des 
conséquences  fort  simples,  dont  les  applications  semblent  pouvoir 
être  nombreuses. 

IV. 

Nous  désignons,  dune  manière  générale,  par  a  un  point  singu- 
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lier  de  f(x),  par  (3  un  poinl  singulier  de  '^(3),  par  Y  =  a|3  "" 
point  singulier  de  f\  :■).  Nous  supposons  les  points  1  el  3  isolés; 
nous  supposons  de  plus  le  point  y  obtenu  d'une  manière  unique 
et  isolé.  Ces  conditions  s'expriment  comme  il  mui  :  il  existe  «in 
nombre  r  tel  que  Ton  ail 

(1)  |y-*'P'I>*. 

du  momenl  que  y.'  et  [j'  ne  sont  pas  respectivement  égaux  à  y.  et  [3. 

Nous  allons  faire  voir  que  si  les  /onctions  v(^)  et  'l(z)  sont, 
respectivement  uniformes  au  voisinage  des  points  y.  et  S,  A/ 
fonction  f(s)  est  uniforme  au  voisinage  du  point  y.  Dans  ce 
but,  nous  ferons  décrire  à  3  un  petit  cercle  (de  rayon  inférieur  à  s) 
autour  de  y  et  nous  constaterons  que  f(z)  reprend  sa  valeur  ini- 
tiale. 

Récrivons  l'expression 


dx 

x 


L'inégalité  (1)  montre  tout  d'abord  que,  lorsque  z  décrit  autour  de 
y  un  cercle  de  rayon  égal  à  s,  le  point  —  décrit  un  cercle  auquel  le 

point  fr,  est  extérieur.  Il  en  résulte  que  nous  n'avons  à  tenir  aucun 
compte  de  ces  singularités;  il  suffit  d'étudier  celles  qui  correspon- 
dent à  a  et  ?j,  c'est-à-dire  -  et  Ti-   Figurons-les  en  A  et  B,    ainsi 

1  z        p  ° 

qu'une  portion  du  contour  d'intégration,  qui,  comme  on  sait,  les 


sépare  (fig.  1).  Lorsque  le  point  z  tourne  autour  de  y,  le  point  A 
tourne  autour  de  B,  ce  qui  entraîne  la  modification  du  contour 
d'intégration  indiquée  dans  la  fig-  2  (on  a  supposé  que  A  tourne 
dans  le  sens  direct;  z  tourne  alors  dans  le  sens  indirect).  Le  point 
A  ayant  repris  la  même  position,  on  aura  la  différence  des  deux 
valeurs  de  f{z)  en  cherchant  la  différence  des  valeurs  de  Tinté- 
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grale  \r  koDfir  des  contours  des   ûg.  i  et  2.   Gomme  la  lonciion  à 
intégrer  est  uniforme  dans  celle  région,  cette  différence  est  égale 


à  la  valeur  de  l'intégrale  le  long  d'un  contour,  différence  de  ces 
deux  contours.  Ce  contour  est  représenté  sur  \<\ftg.  3  et  Ton  voil 


Fig.  3. 


immédiatement  qu'il  se  décompose  en  deux  contours  fermés,  en- 
tourant respectivement  des  aires  (couvertes  de  hachures)  dépour- 
vues de  singularités.  La  différence  cherchée  est  donc  nulle,  ce 
qui  établit  l'uniformité  def(z),  puisque  A  est  un  point  quelconque 
dans  le  voisinage  de  B,  c'est-à-dire  z  un  point  quelconque  dans  le 
voisinage  de  y. 

On  conclut  immédiatement  de  là  que,  si  les  fonctions  <p(-s)  et 
'\>(z)  sont  des  fonctions  uniformes  dans  tout  le  plan,  n'admeltant 
que  des  singularités  isolées  (pôles  ou  points  essentiels),  il  en  est 
de  même  de  la  fonction  f{z).  En  effet,  les  points  a  et  [3  étant 
isolés,  et  les  modules  respectifs  de  a  et  p  étant  supérieurs  à  des 
nombres  fixes  II  et  fV,  les  points  y  =  a^  sont  nécessairement 
isolés.  Plusieurs  d'entre  eux,  en  nombre  limité,  peuvent  coïnci- 
der; mais  cela  n'occasionne  aucune  difficulté,  la  somme  d'un 
nombre  limité  de  fonctions  uniformes  étant  elle-même  uniforme. 

L  extension  de  ce  résultat  aux  fonctions  uniformes  à   singula- 
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rites  ponctuelles  les  plus  générales,  étudiées  par  M.  Vlitlag  Leffler 
dans  un  Mémoire  bien  connu  (').  9e  ferail  par  des  méthodes  ;m;i- 
logues  à  celles  de  ce  Mémoire. 

()n  montrerail  d'abord  que  les  points  a  et  les  points  (3  formant 
deux  ensembles  parfaits  dénombrables  |  extérieurs  aux  cercles  Se 
rayons  \\  et  rV)  il  <%ii  esi  de  même  <le  l'ensemble  des  points  y  ot(3, 
complété,  s'il  j  a  lieu,  par  l'adjonction  de  son  dérivé. 

On  montrerail  ensuite  (jne  la  fonction  f\  s)  est  uniforme  au  voi- 
sinage des  points  isolés  de  y. 

lin  fin,  il  resterait  à  faire  voir  que  la  fonction  f(z),  uniforme 
au  voisinage  des  points  isolés  de  v,  est  uniforme  dans  tout  le  plan. 

Mais  il  nous  semble  inutile  <le  développer  explicitement  cette 
démonstration,  dont  le  succès  n'esl  pas  douteux,  c;ir  les  fonctions 
uniformes  à  singularités  ponctuelles ,  dont  on  connaît  effective- 
ment un  développemenl  de  Taylor,  ont  des  singularités  assez. 
simples  pour  qu'il  ne  se  présente,  dans  les  applications,  aucune 

difficulté. 

V. 

Indiquons,  en  passant,  une  généralisation  des  résultats  précé- 
dents, qui  nous  a  été  suggérée  par  une  remarque  de  M.  Leau  (2). 

Considérons  un  nombre  quelconque  de  séries  de  Taylor,  et, 
pour  plus  de  netteté,  supposons  qu'elles  représentent  des  fonc- 
tions méromorphes 

o(z)  =  Va„s", 

w(*)  =  Y  lnz". 

Soit  P(«,  /;,  c,  .  .  . ,  l)  un  polynôme  quelconque  :  la  série 

/(*)  =  Zj  p(rt">  *»>  c»'  ••*!  M5" 
représente  une  fonction  méromorplie. 

(')  Acta  mathematica,  tome  4. 

(2)  Séance  de  la  Société  du  o.  aovembre  1898. 
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Vf. 

Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  le  théorème  sur  l'unifor- 
mité ne  serait  pas  vrai  sans  restrictions,  clans  le  cas  de  singula- 
rités quelconques.  Il  est  aisé  de  le  faire  voir  par  un  exemple.  Soit 

/(*)  =  ^i  —  z  =^cnz", 

les  cn  étant  des  coefficients  qu'il  est  inutile  d'expliciter;  retenons 
seulement  qu'ils  sont  réels  (1).  Il  résulte  de  travaux  récents  sur 
les  séries  de  Taylor  que  l'on  peut  déterminer  (2)  les  arguments  0„ 
de  telle  sorte  que  la  série 

o(z)  =  V  e-®nzn 

admette  son  cercle  de  convergence  comme  coupure,  et  qu'ilen 
soit  de  même  de  la  série 

Dès  lors  les  fonctions  o(z)  et  ty(z  )  sont  manifestement  uniformes 
dans  leurs  domaines  d'existence  (qui  se  réduisent  tous  deux  au 
cercle  de  rayon  un)',  et  la  méthode  de  M.  Hadamard  permet  d'en 
déduire  une  fonction  non  uniforme  (3). 

Il  resterait  à  étudier  le  cas  où  les  fonctions  uniformes  z> (z) 
et  'ii(z)  posséderaient  un  ensemble  non  dénombrable  de  singula- 
rités, sans  avoir  de  lignes  singulières  (ensembles  de  M.  Ben- 
dixson). 


(  '  )  De  plus  7\jcn  tend  régulièrement  vers  un 

(2)  Voir  Borel,  Comptes  rendus,  octobre  1896.  Fabry,  Annales   de  l'Ecole 
Normale,  1896;  Acta  malJiematica,  tome  22;  Journal  de  Mathématiques,  1898 
Leau,  Comptes  rendus,  24  octobre  1898. 

(3)  On  pourrait  rattacher  ce  fait  à  une  remarque  que  j'ai  faite  dans  ma 
Thèse,  p.  i3  (Annales  de  l'École  Normale,  1895,  p.  21),  sur  la  difficulté  de  dé- 
finir l'uniformité  d'une  fonction  analytique  qui  possède  une  ligne  singulière  essen- 
tielle, si  Ton  ne  veut  pas  se  borner  au  point  de  vue  de  Weicrstrass. 
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DES  GROUPES  TRANSITIFS  DE  SUBSTITUTIONS  DE  DEGRÉ  N 
ET  DE  CLASSE  N  -  1. 

Par   M.    E.    Maillet. 

I. 

Comme  suite  à  ce  que  nous  avons  établi,  soit  dans  notre 
Thèse  <lc  Doctorat,  soi i  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique (*)au  sujel  de  ces  groupes,  nous  nous  proposons  d'indi- 
quer ici  quelques  propriétés,  parmi  l<  ^<j ucllcs  nous  mentionnerons 
le  lemme  I  et  les  théorèmes  suivants  : 

Soit  G  un  groupe  transitif  de  classe  N  —  i  et  de  degré  N,  H  le 
sous-groupe  des  substitutions  de  G  laissant  une  même  lettre  de  G 
immobile  : 

I.  Si  G  est  primitif  et  N  =pmr  (p  et  r premiers  différents), 
on  a  r  —  i  =  o  (mod/?),  et  r^w  quand  p  =  2. 

II.  Si    N  =  p/?    (p    premier    et    premier    «  p  >  1  ) ,     on    a 

5C«<     _    ^/?,   S   étant   le  plus  grand    commun    diviseur   de 

p  —  1  et  Ç,  en  sorte  quep^3.  Si,  de  plus,  G  est  primitif ,  on  a 
p  —  1  non  premier  à  p,  p^/?+i,/?>5;  /?  —  1  e£  p (p  —  1)  ont 
un  diviseur  commun  >  2. 

III.  Si  N  =  p/?2    (/?   premier    et    premier    à    p  >>  1),    oft   a 

3C<^    ^_    <Cp2(p  —  1),  0  étant  le  plus  grand  commun  divi- 
P       ' 

se ur  de  (p  —  1)  (p2 —  1)  et  (].  Quand  p  =  2,  G  es£  imprimitif 
et  d'ordre  1 2  p  arec  p  =  3  /  -+-  1 .  *S7,  de  plus,  G  es£  primitif,  on  a 
p2  —  1  non  premier  à  p,  p  ^p2  -+■  1,  e^  quand  p  =  3,  p  es£  pair. 

IV.  Si  G  est  primitif  et  N^401?  0/1  «  N  =  pm  (p  premier), 
et  G  es£  «/z  groupe  linéaire  à  m  indices  réels. 

II. 

Théorème  I.  —   £//i  groupe  G  transitif  de  classe  N —  1  <?£  afe 


(')  T.  XXV,  p.  16  et  suiv.;  1897. 
XXVI. 
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degré  N  =  pm r(p  et  r premiers  différents),  d'ordre  (j  =  N3C,  ne 

peut  exister  que  si  3C  <C  - — 7~ —  v'<  v',  avec  r  —  1  =  0  (mod/?), 

om  j'iZ  esJ  /io/2  primitif  et  renferme  un  sous-groupe  invariant 
d'ordre  pm,  rvjv'  <?/:  /,v1  étant  les  ordres  des  groupes  de  substi- 
tutions de  G  permutables  et  échangeables  respectivement  à 
un  sous-groupe  d'ordre  r  de  G. 

Soit 

(J  =  rviv'O  H-  nr), 

d'après  la  formule  de  M.  Sylow  ( i  ),  G  renfermant  i  -\- nr  sous- 
groupes  d'ordre  r,  et  rv<  étant  l'ordre  du  sous-groupe  des  substi- 
tutions de  G  échangeables  à  une  substitution  d'ordre  /\  G  renferme 


substitutions  d'ordre  divisible  par  /•,  par  suite  de  classe  N  et  de 
plus  (2)  au  moins  {pm  ~f- P —  2)  substitutions  d'ordre  >i 

diviseur  de/?77*;  par  suite  aussi  de  classe  N,  en  supposant  que  G 
ne  renferme  pas  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  pm.  Il  faudra 

donc 

r  —  i        P  ■+- 1  , 
3Zpmr  —, h (pm-\-p  —  2)  <pmr 

(1)  ae^r-T?-!  § 

ir  —  2 

car  v'  divise  3,  plus  grand  commun  diviseur  de  /•  —  1  et  Q. 

On   retrouve   d'abord   la   condition  connue  (3)  r">  — De 

plus,  v'  n'est  pas  premier  àp,  puisque  JC«<  v',  et  r —  1  =  0  (modp). 

Corollaire  I.  —  Si  p  =  2,  G  ne  peut  être  primitif  que  si  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  /■  —  1  et  2m(2777 —  1)  est  8  ou  ^10.  En 
particulier,  on  a  r>  1  1. 


(')  Bull.  Soc.  Math.,  t.  XXV,  p.  193;  1897. 

(2)  Bull.  Soc.  Math.,  t.  XXV,  p.  27-29;  1897, 

(3)  Ibid. 
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En  effet,  v'  divise   2m(2mr    -i)  el   2m.2m(r —  i),  par  suite 

.,/»(•.>/«/• —  ,_..>'"/•  |-2m)  aOT(2ni  —  i)  ci /•  i .  Si  3C  est  premier, 
on  ne  peul  avoir  v,v'  o  (  hhmI :jc ),  puisque  (*)  H  est  maximum 
dans   (.;    «1<»ih-   v'      2«.    On   a   d'ailleurs    ne  A-  :>  ;   donc    ne  >5, 

.ia^;-,? — Zl_,  c'est-à-dire  v'  "<S.  Si   ne  n'est  pas  premier,  on  a 

Exemple  :  Si  G  est  primitif,  on  n'a  pas  N  =  320  =  2°.  5. 

Remarque.    —   Quand  p  =  3  et  que  G  est    primitif,    /  doil 
diviser  3m(3m  —  i)  et  /• —  i .  Si  X  est  premier,  on  a  v'=  3a,  avec 

3a>  5  — -•  Si  3e  n'est  pas  premier,  ou  bien  ÇJ  est  impair,  et 

3€>25,v'^>J 7  20,   c'est-à-dire  v'>26,  ou   bien  ({ =  Ah-{-2. 

ir  —  4  ~ 

3C>io,  v'>  io,  ou  bien  Cj  =  /\h  et  3™/'=  i  (mod4)  avec  3C^4, 

v'>4- 

Des  remarques  semblables  ont  lieu  quand  p  >•  3. 

Théorème  II.  —  Soit  N  =  p/>  (/?  premier*  et  premier  àp>i): 
w/i  groupe  G  transitif  de  degré  N,  efe  classe  N  —  i ,  a" ordre 

Ç  =  N  Je,  /ie  />ew£  exister  que  si  3Z  <C  =/?>  S  étant  le  plus 

grand  commun  diviseur  de  p  —  i  e£  (/,  eft  sorte  ^we  /?  =  3  ;  si  Q 
est  primitif ,  on  a  p  —  i  non  premier  à  p,  p  ^.p  -f-  i  et  p  >>  5. 

En  effet,  on  aura  encore,  d'après  la  formule  de  M.  Sylow 

(a)  §=  NX=  pjD5e=/>Viv'(w/>-hi), 

v,,  v'  ayant  même  signification  qu'au  théorème  I.  On  aura 

(3)  N3e^i<N,        3t<    p"' 


py  p  —  i      p  —  i 


Si  G  est  primitif,  on  n'a  pas  p  —  i  premier  à  p,  sans  quoi  v' 

3 
qui  divise  p  —  i  devrait  diviser  5C  et  l'on  aurait  /^  =  3,  5C  <  -v', 

(')  W.  Dyck,  Math.  Ann.,  t.  XX  et  XXII  el  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  18. 
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d'où  .1C  =  v',  c'est-à-dire  G  non  primitif  (').  De  pins,  si  (i  est  pri- 
mitif, on  sait  (2)  que  p  ^p  +  i .  Enfin,  si  p  =  3,  il  faut  5C  =  2  et 
N —  i  pair,  et  G  n'est  pas  primitif;  si  p  =  5,  G  ne  pourrait  être 
primitif  (:J)  que  si  3C  >  3,  par  suite,  d'après  (3)  si  3€  =  4,  c'est- 
à-dire  N  —  i  pair;  mais  l'on  aurait  ici,  d'autre  part,  p  —  i  =  4i  Par 
suite  p  et  N  pairs.  On  en  conclut  que  G  ne  peut  être  primitif  si 
p=o. 

Exemple  :  Si  G  est  primitif,  on  n'a  pas  N  =  29-  =  33. 1  1 , 
parce  que    11  —  1  =  10  est  premier  à  33,  niN  =  3i5  =  32.5.7 

ni  JN^375  =  3.5*. 

Corollaire  I.  —  Si  N  est  pair  et  a  un  diviseur  premier  p 
inférieur  à  tous  les  diviseurs  de  N  —  1,  G  ne  peut  être  transitif 
que  si  JN  =  o  (mod/?2). 

Corollaire  II.  —  Si  N  est  impair,  soit  p  son  plus  petit  diviseur 
premier  :  G  ne  peut  être  primitif  à  moins  que  N  =  o  (mod/>-). 

Corollaire  III.  —  G  ne  peut  être  primitif  :  i°  si  v'^3  ou 
si  o^3,  a  fortiori  si  p  —  1  et  p(o  —  1)  ont  pour  plus  grand 
commun  diviseur  2,  en  particulier  sip  =  4^-r-3  cl  p — 1  =  2W, 
si  p  =  12  A' —  1  et  p  —  1  =  im  3'"',  etc.;  20  si  v'^4  ou  si  8^4- 

En  effet,  le  plus  grand  commun  diviseur  A  de  p  —  1  et  p/>(p/>  —  1) 
est  celui  de  p  —  1  et  p(p  —  1)  :  A  est  pair  et  l'on  n'a  A^  3  que  si 
A  =  2. 

Quand  v'^3  ou  8^3,  on  a  p  >  5,  et,  d'après  (3),  5C^3,  en 
sorte  que  G  n'est  pas  primitif. 

Quand  v'^4  ou  8^4*  on  a>  d'après  (3),  3C  £  4}  et 

P  I  (> 

G  ne  pourrait  être  primitif  que  si  5C  ^  4  ?  ce  qui  exige  3C  =  4=  -f~> 


(')  Alors,  en  effet,  G  renfermerait  un  groupe  d'ordre  jDVjv'  renfermant  H  ou 
un  de  ses  transformés  par  les  substitutions  de  G. 

(2)  Bull.  Soc.  Math.,  t.  XXV,  p.  18;  1897. 

(3)  Voir  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  65. 


d'où  v'=  i;  H  ne  serait  pas  maximum  < I ; •  r i ->  <  • ,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Exemples  :  Quand  G  <isi  primitif,  <>n  n'a  pas 

N  =  260  -    a1 . 5 .  i  I .        ni        N  =  280  =  21 .5.7. 

III. 

Lemme  l.  —  Soit  (i  un  groupe  quelconque  d'ordre 

(j  =  o(mo(l/)î),        avec        d'  /  o ( ino(l/>:f ), 

p  étant  premier,  et  Çj  =  p2vtvf(i  -\-  ///>),  //-v,-/  et/?-v,  étant  res- 
pectivement les  ordres  des  groupes  II'  et  K  des  substitutions  de  G 
qui  sont  permutables  à  un  sous-groupe  H  d'ordre  p2  de  G  ou 
échangeables  aux  substitutions  de  II.  Si  v,  v'=  v',  v2,  />-'/,  étant  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  ordres  des  groupes  des  sub- 
stitutions de  H' échangeables  à  une  substitution  d'ordre/?,  G  con- 
tient au  moins 


substitutions  d'ordre  =  o  (mod/?),  Ç  étant  égal  à  v'  ou  v2,  et  0  étant 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  g  et/?  —  1  ou  (/?  —  0(/;2 —  0 
respectivement,  suivant  que  G  contient  ou  non  une  substitution 
d'ordre  p2. 

Il  nous  suffit,  pour  le  voir,  de  généraliser  un  lemme  que  nous 
avons  donné  (*)  antérieurement.  Nous  conservons,  en  principe, 
les  mêmes  notations  que  dans  sa  démonstration. 

On  a  encore  ici  i-{-/i/?  =  i  +  7i</?H-  n2p2.  Formant  le  groupe 
L  des  substitutions  de  G  échangeables  à  une  substitution  S  d'ordre 
p  de  H,  on  a  J^=p2y"(i  -f-  hp),  i-f-  hp  étant  le  nombre  des 
transformés  de  H  qui  contiennent  S.  Si  h  >>  o,  L  est  isomorphe 

à  un  groupe  L'  d'ordre  —  et  de  degré  ^->  où  la  substitution  1  cor- 
respond au  sous-groupe  (S)  de  L;  U  contient  (2)  A  >  (1  -\- Iip)  v" 
substitutions  d'ordre  premier  à  p.  On  peut  former  un   tableau  6 


(')  Bull.  Soc.  Malh.,  t.  XXV,  p.  20. 

(2)  Bull.  Soc.  Malh.,  t.  XXV,  p.  18;  1897. 
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de  (p —  i)X  substitutions  distinctes  appartenant  à  L  et  d'ordre 
■=  o  (modp)  et  ^  o  (mod/?2),  tableau  (juc  J'oq  fait  correspondre 
à  (S). 

De  même,  au  groupe  (S<)  des  puissances  d'une  substitution  S< 
d'ordre  p  non  contenue  dans  (S),  on  fait  correspondre  un  tableau 
ou  ensemble  0,  de  (p —  i)^\=(p —  i)(i  -h  h\p)^\  substitutions 
distinctes  d'ordre  =  o  (mod/j>)  et  ^  o  (mod/?2).  Les  substitutions 
de  0,  diffèrent  de  celles  de  0;  et  ainsi  de  suite. 

Quand  on  aura  h  =  o,  à  l'ensemble  des  p  —  i  substitutions 
de  (S),  nous  ferons  correspondre  l'ensemble  0  des 

r(P-i)à(p-iy>'" 

substitutions  échangeables  à  S,  d'ordre  =  o(mod  p)  et  ^  o 
(modp2),  appartenant  au  groupe  d'ordre  p2V"  des  substitutions 
échangeables  à  S. 

Enfin,  soit  T  une  substitution  d'ordre/)2  de  G.  On  a  dans  (T) 
p(p  —  i)  substitutions  d'ordre/?2,  et,  puisque  /?2v,  est  l'ordre  du 
groupe  K.  des  substitutions  de  G  échangeables  à  celles  de  (T),  et 
que  K  contient  au  moins  V!  substitutions  distinctes  d'ordre  premier 
à/?,  (T)  contient  '^"(p2 — />)^v1(/?2 — p)  substitutions  d'ordre 
=  o  (mod/J>2)  et  non  contenues  dans  un  autre  groupe  de  G  sem- 
blable à  (K).  A  l'ensemble  de  ces p(p  —  i)  substitutions  d'ordre 
p2  de  G,  nous  faisons  correspondre  l'ensemble  6'  de  ces  '^"  (p2  —  p) 
substitutions. 

Nous  formerons  encore  les  ensembles  A,  B,  C,  l'ensemble  G 
comprenant   tous   les  ensembles  0,    9,   0'  ci-dessus    obtenus.    C 

contient 

D^(/)-i)v"(i  +  hp)-^{i-\-npy,i{p1-p)rl 

substitutions  distinctes  d'ordre  =  o  (mod/?),  où  r,  est  i  ou  o  sui- 
vant que  G  contient  ou  non  des  substitutions  d'ordre/?2. 

Si  les  quantités  y"  qui  sont  toutes  multiples  de  v<  sont  de  la 
forme  vff  =  v,  /p.",  v,  /  étant  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on 

aura 

S(/>-iK(n-A/0 
=  (jp-i)v1/S^(n-Ajo)>(p-i)v1/(i-f-/ii>)(6/?H-i) 
et 

(5)  D>(p-i)vl{i+np)[l(tp  +  i)  +  rlp]  =  ç£^[l(ep  +  i)  +  7ip]t 

avec  l  '  i  et  £  -h  t,  ==  i. 
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Le  lemme  l  résulte  <!«•  Là  immédiatemenl  comme  nous  niions  le 
voie.  M;iis  la  formule  (5)  pourra  donner  parfois  une  Limite  plus 
avantageuse. 

En  effet,  si  /'-■/,  est  l'ordre  du  groupe  des  substitutions  de  11' 
échangeables  à  une  substitution  d'ordre  p  de  II',  on  aura  /v,  mul- 
tiple de  v'(  ci  /v,    v', . 

Enfin,  on  remarquera  que  (4)  v'  doit  diviser  (p3  —  i)  (p  —  i)  si 
G  ne  contient  pas  de  substitution  d'ordre/?2,  <ii  p —  i  si  G  <-n 
contient.  Dans  le  premier  cas, 

puisque 

V  «  V  '     .     V  |  V  ' 

7—   1    —7-    =   VlJ 
/V,  V, 

d'ailleurs  v,  divise  v, ,  eu  sorte  que  va  divise  v',  par  suite  8;  dans 
le  second  cas, 

en  sorte  que,  dans  les  deux  cas, 

(8)  D>(?^f~-. 

C   Q.   F.   D. 

Ce  lemme  nous  permet  de  formuler  pour  les  groupes  de  degré 
pmr2  (^p  ei  r  premiers  différents)  ou  de  degré  p/>  des  théorèmes 
analogues  aux  théorèmes  I  et  II. 

Théorème  III.  —  Un  groupe  G  transitif  de  classe  N  —  1  et 
de   degré   N=/?™/'2    (p  et    r   premiers    différents),    d'ordre 

g  =  N3C,   ne  peut  exister   que  si  3C  <  ^— — s  <  Ç>   avec 

/-  —  1  =0  (mod/)),  ou  s'il  est  non  primitif  et  renferme  un 
sous-groupe  invariant  d'ordre  pm,  Ç  ayant  même  signification 
qu'au  Lemme  I. 

D'après  le  lemme  1,  on  aura,  en  raisonnant  comme  au  théo- 
rème I, 

(9)  re<^=£^ç<ç<8, 

(')    Bull.    SOC.    \I«th..   I.    \\\  .    p.      ■■',:    : 
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où  8  a  même  signification  qu'au    lemme  I.  On  retrouve  Ja  condi- 
tion   connue  (*)   r2^>  — De   plus  Ç  n'est   pas  premier  à  /?, 

puisque  3C  •<  Ç,  et/'2  —  i  =  o  (modp). 

Corollaire  I.  —  Si  p  =  2,  G  ne  peut  être  primitif  que  si  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  (/*  —  l){r" — i)et  2m(:>/"r2 — 1)  esl  X 
ou  ^10. 

En  effet,  si  5C  est  premier,  v,  y;=  v'.  v2  n'est  pas  =  o  (modJC)  ; 

donc  Ç  =  2a,  en  sorte  que  5C  >  5,  2a  >>  5  — = — -  >  c'est-à-dire  Ç  >  8. 
Si  3C  n'est  pas  premier,  on  a 

5>ïfef*>9- 

On  a  ici,  quand  /?  =  3,  une  remarque  analogue  à  celle  du  théo- 
rème I. 

Théorème  IV.  —  Soit  N=p/?2  (p  premier  et  premier 
à  0  <C  1):  un  groupe  G  transitif  de  degré  N,  de  classe  N  —  1, 

d'ordre  (]  =  N3C,  /ze  /?ew^  exister  que  si  3Z  <<  -^ —  ^p2(p  —  1), 

S  ayant  même  signification  qu'au  lemme  I.  De  /?/«$,  si  G  es/ 
primitif,  on  a  p^.3,  p2  —  1  non  premier  à  p,  p  ^/?2  -f- 1 . 

On  raisonnera  comme  au  théorème  II  :  on  remarquera  que  si  G 
contient  des  substitutions  d'ordre/?2,  ô  doit  diviser/?  —  1 ,  et  X  <dpf 
en  sorte  que />  ^3  ;  quand  G  est  primitif,  il  faut  dans  ce  cas  p  —  1 
non  premier  à  p  et  y?  >•  5. 

Corollaire  I.  —  Un  groupe  G  transitif  de  degré  N  =  4p  (p  im- 
pair) et  de  classe  N  —  1  est  imprimitif  et  d'ordre  i2p,  avec 

p  =  3Z  +  i. 

En  effet,  on  a  3C  <  4,  c'est-à-dire  JC  =  3,  Cj  =  i2p,  p  =  3  /  -f- 1 . 
G  n'est  pas  primitif,  puisque  5C  =  3  et  p  >  1 . 

Exemple  :  G  ne  peut  être  primitif  quand  N  =  324  =  22.31 
ou  N  =  364  =  22.7.i3  ouN==396  =  22.32.n. 

(')  Bull.  Soc.  Math.,  t.  XXV.  p.  27-29;  1897. 
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Corollaire  IL       l  a  groupe  G  primitif  de  degré  N  =  p/p  et  de 

classe  N  —  i  esl  de  degré  pair, 

En  effet,  d'après  le  théorème  l\  ,  9  -1  =  8  n<'  peut  être  pre- 
mier  à  p. 

Exemple  :  G  ne  peu  l  être  primitif  si  N  =  2a5  =  3a.5a. 

On  pourrait  encore  obtenir  ici  des  corollaires  analogues  aux 
corollaires  1,11  et  III  <lu  théorème  II.  Nous  croyons  Inutile  <le  les 
énoncer. 

I\  . 

Fn  appliquant  ce  qui  précède  et  les  résultats  déjà  obtenus  par 
nous  antérieurement  (*),  on  établitde  suite  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Les  seuls  groupes  primitifs  de  classe  N  —  i 
et  de  degré  N^4QI  sont  ceux  de  degré  égal  à  pm  (p  étant  pre- 
mier), et  sont  linéaires  à  indices  réels. 

En  effet,  les  seules  valeurs  de  N  qui  puissent  faire  exception  (2) 
seraient  N  =  216=  2333  et  N  =  288  =  3225. 

i°  N  =  2i6  =  2:J33. 

On   a  N  —  1  =  5.43  =  21 5,    en  sorte  que  Ç  =  N  3t=  216. 5 
quand  G  est  primitif  (3). 
On  a  alors  (  ''  ) 

(j  =  33v(i-f-3n1+32n2-+-38n3)  =  33v(i  +  3«), 

où  33v  est  l'ordre  du  groupe  des  substitutions  de  G  permutables  à 
un  groupe  P  d'ordre  3:{  de  G.  On  a,  puisque  G  est  primitif,  v  pre- 
mier à  5  et  n  >>  o,  en  sorte  que  1  +  3/i  est  égal  à  10  ou  4o. 

Soit  i-f-3/i  =  4o;on  a  /i,^o  etG  contient  un  groupe  P4  sem- 
blable à  P  et  ayant  avec  P  un  sous-groupe  invariant  P'  d'ordre  32. 
Le  groupe  (P,  P,  ),  dérivé  de  P  et  P,  serait  imprimitif,  d'ordre 
gj=  33p.(ï  -|-  3/i')  <  Ç,  et  l'on  aurait  /i'>>o,  ce  qui  exigerait, 
puisque  cet  ordre  est  premier  à  5  et  que  G  ne  peut  contenir  de 

(  '  )  Loc.  cit. 

{■)   Voir  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  55,  et  Bull.  Soc.  math.,  t.  XXV,  p.  16  et 
suiv.;  1897. 

(3)  Thèse  de  Doctorat,  p.  55. 

(')  Ann.  Fac.  Se.   Toulouse,  D.p.  7;   1- 
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sous-groupe  invariant  d'ordre  216,  jj.  (1  -\-  3/i')  =  /\,  gj  =  3822. 
(P,  P,  )  ne  contient  aucun  sous-groupe  invariant  dans  (j  cl  est 
maximum  dans  G. 

Soit  i  +  3/j  =  io  :  G  contient  encore  un  sous-groupe  d'ordre 
m  =  33  22  maximum  dans  G  et  ne  contenant  aucun  sous-groupe 
invariant  dans  G. 

Dans  les  deux  cas,  G  sera  donc  (  *  )  holoédriquement  isomorphe 
à  un  groupe  primitif  de  degré  10  et  d'ordre  io.33 .  22  que  l'on  sait 
ne  pas  exister  (2). 

20  N  =  2(S8  =  32.25.  —  Conservons  les  notations  du  lemme  I 
en  prenant  p  =  3.  On  a  N  —  1  =  287  =7.41.  D'après  (g), 

K  <  ~  Ç  <  S- 
16 

Puisque  3C  =  7,  il  faut  0  ;>  7.  On  a  p  —  1  =  2,  et  G  ne  contient 
pas   de    substitution    d'ordre    9.    Alors   (p —  ,)(/?2 — 0  — l0\   s 

divise  1 6,  3C  =  7,  (j  =  32.25.7;  de  plus  Ç>  -7-7,  d'où  Ç^8. 

On  a 

5  =  3«v'1v,(n-3n)1 

avec  /i  >  o  et  1  -f-  3  /i  =  o  (mod  7),  puisque  G  est  primitif.  On  n'a 
pas,  pour  la  même  raison,  v',v2:=25,  etv',v2  divise  16,  en  sorte 
que  1  -{-  3w>  28,  v',v2£  8  ;  puisque  v2  =  Ç,  v2=  8,  v\  =  1 .  D'après 
la  signification  de  v2  et  de  v'1?  le  sous-groupe  L  des  substitutions 
de  G  permutables  à  un  sous-groupe  M  d'ordre  DïL  =  32  de  G  est 
d'ordre  4^=  32.23.  Nous  nous  contenterons  ici  d'examiner  le  cas 
où  L  ne  renferme  pas  d'autres  substitutions  échangeables  à  une 
d'ordre  3  de  M  que  celles  de  M. 

L  ne  renferme  aucun  sous-groupe  invariant  Mt  d'ordre  2?  avec 
cp^  3,  sans  quoi  Mi  étant  invariant  par  M,  et  M  par  M,,  avec  31L 
premier  à  OXli,  on  sait  (3)  que  les  substitutions  de  M  seraient 
échangeables  à  celles  de  M, ,  ce  qui  est  impossible,  puisque  v',  =  1 . 
Donc  (4)  L  est  holoédriquement  isomorphe  à  un  groupe  L/  tran- 


(•)  W.  Dyck,  Math.  Ann.,  t.  XX  et  XXII,  et  notre  Thèse  de  Doctorat,  p.  12 
et  i5. 

(2)  Jordan,  Comptes  rendus,  1871  et  1872. 

(■')   Voir  par  ex.  Ann.  Fac.  Se.  Tout.,  1895,  D.17. 

(4)  Voir  par  ex.  W.  Dyck,  Math.  Ann.,  t.  X\  el  XXII,  et  notre  Thèse  de 
Doctorat .  p.   13  et  1  5. 
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sitif,  de  degré  9  el  d'ordre  9.8,  <l<>ni  les  substitutions  d'ordre  3 
Boni  de  classe  qj  «-i  contenues  dans  le  groupe  M'  <l  ordre  <>  corres- 
pondanl  à  M  dans  1/.  1/  ue  contient  p;i>  de  substitutions  «I  ordre 
=  o  (mod 3)  et  non  contenues  dans  M',  en  sorte  que  L/  et  L  con- 
tiennent au  moins  <).<S  —  g  =  63  substitutions  distinctes  d'ordre 
di\  iseur  de  a8. 

Or,  un  sous-groupe  de  G  d'ordre  a  '  ue  peul  avoir  en  commun 
avec  Ij  plus  de  aa  substitutions.  Il  contiendra  donc  au  moins 
a5  —  2S=  a4  substitutions  d'ordre  diviseur  de  a1  el  \.  -  i  non  con- 
tenues dans  L. 

G  renferme  ainsi  au  moins  63  +  a4  -&1  substitutions  dis- 
tinctes d'ordre  >  i  et  diviseur  de 

D'autre  part,  d'après   la   formule  (6),   G  renferme   au   moins 

32 j 

7.  25 .  32  3  =  ^.25=  224  substitutions  d'ordre  non  premier  à  3, 

par  suite  de  classe  N.  Donc  G  devrait  renfermer  au  moins 
87  +  224  =  311  substitutions  de  classe  N,  alors  qu'il  n'en  ren- 
ferme pas  plus  de  287.  Donc  G  ne  peut  exister.        c.   o.   f.   d. 


SUR  L'APPLICATION  DU  CALCUL  DES  BIQUATERNIONS 
A  LA  GÉOMÉTRIE  PLANE; 

Par    M .     Combebiac. 


I. 

On  sait  qu'un  biquarternion  est  une  quantité  numérique  com- 
plexe à  huit  unités  indépendantes,  dont  quatre  sont  les  unités 
quaternioniennes  :  1,  i,  y,  k  et  dont  les  quatre  autres  sont  les 
produits  des  quatre  premières  par  une  unité  to  eommutative  avec 
toutes  les  autres  et  satisfaisant  à  la  relation 

W2=   I. 

Un  biquaternion  est  donc  de  la  forme 

q  -\-  ojq  . 

où  rj  et  (/'  sont  des  quaternions. 
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Les  unités  i,  /. ,  toi  et  tûj  déterminent  un  système  numérique 
à  quatre  unités,  dont  les  règles  de  multiplication  représentent  la 
composition  des  mouvements  sans  déformation  dans  le  plan. 

Nous   représenterons   un   de  ces  mouvements  par   le    nombre 

complexe 

w  -+-  k.To-+-  oiixi  -+-  wy'ic2, 

où  w,  xQ,  Xi,  x-2  sont  des  paramètres  homogènes  du  mouvement 
qui,  comme  on  le  sait,  est  une  rotation. 
Les  coordonnées  du  centre  sont 


X\ 

Xz 

X0 

x0 

L'angle  de  la  rotation  20  est  donné  par  la  relation 

tango  = 

Un  point  sera  naturellement  représenté  par  la  rotation  d'un 
angle  7:  autour  de  ce  point. 

Si  pi  est  un  point  de  masse  1,  une  rotation  autour  de  ce  point 
d'un  angle  20  sera  représentée  par  l'expression 

/-  =  w  ■+•  [xx  =  T/"(cosS  -+-  sinS), 


où  l'on  a  posé  TV  =  y/tv-  -f-  x2 . 
Nous  poserons  aussi 

S  /•  —  w,         P  r  =  [xx. 
Si  l'on  pose 

k  =  11,        tai  —  ei,        oi  j  =  z1} 

les  règles  du  calcul  en  question  sont  les  suivantes  : 
J^2=— 1,         ef  =  o,         ef  =  o, 

\XZX  = [XZi  =  £2?  (^^2  = —  [-*E2  = —  Ht  £1  £2   =  £2£1  —  °> 

Ce  calcul  permet  de  traiter  facilement  un  grand  nombre    de 
questions  géométriques.   Il  comprend  le  calcul  des  équipollences. 

Ce  n'est  pas  le  lieu  de  le  développer  dans  ses  détails. 
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II 


M.  Study  (')  a  remarqué  que  l<-  calcul  <l<">  biquatemions  permet 
la  composition  non  seulement  des  mouvements  sans  déformation, 
mais  encore  des  symétries  entre  elles  el  avec  les  mouvements. 

Pour  cela,  il  suflii  de  représenter  par 

x9tùk  -\-  «1*-+-  0C2/ 

la  symétrie  par  rapport  à  la  droite  qui  a  pour  équation 

Ainsi  i  représente  Taxe  des  y ,  j  )  eprésente  l'axe  des  ./•  changé  de 
signe,  to/{  représente  la  droite  de  l'infini.  Nous  poserons 

eu  k  —  8q  >         t  =  83,        y  =  —  ôj. 

Un  biquaternion  pourra  donc,  dans  cet  ordre  d'idées,  se  mettre 

sous  la  forme 

7-  =  w  -+-  m  -+-  io  u  -+-  cl, 

m  représentant  un  point;  cl,    une  droite;   <v  cl  //,  des  quantités 
numériques  vulgaires. 

L'expression  lô  u -}- cl  représente  la  symétrie  par  rapporta  la 
droite  cl  accompagnée  d'une  translation  suivant  celle  même  droite. 
La  longueur  de  la  translation  est 


/af  h-  a| 

Un  biquaternion  ne  peut  se  mettre  sous  la  forme  précédente 
que  d'une  seule  manière;  car  chaque  terme  ne  contient  que  des 
unités  qui  n'entrent  pas  dans  les  autres. 

De  plus,  ces  termes  sont  indépendants  du  système  de  réfé- 
rence, ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  sont  des  covariants  de  /•  par 
rapport  au  groupe  des  mouvements  sans  déformation,  c'est-à-dire 


(')  Study,  Paranieterdarstellung  der  Bewegungen  imd  Umlegungen  (Mco- 
thematisclic  Annalen,  15.  39;  1891). 
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par  rapport  à  l'opération 

(wH-fiar)(      .     )(«    h  par)-1 
=  —7-1 — -(«»-t-jjia?)(     .     )(«>  —  par). 

u  -  -    - 

En  effet,  cette  opération  transforme  un  point  en  un  point,  une 
droite  en  une  droite  et  laisse  L'expression  w  —  mu  invariant 
Nous  poserons  donc 

Nous  poserons  de  plus 


où  3;  est  la  masse  de  m,  et  a  la  longueur  de  cl.  T r  sera  dit  le  ten- 
seur de  /\ 

III. 

Les  quatre  fonctions  linéaires  S,  P,  0,  D  permettent  de  traiter 
un  très  grand  nombre  de  questions  géométriques. 

Certaines  propriétés  fondamentales  sont  à  retenir. 

Les  points  pour  lesquels  on  a  T  m  =  o  sont  des  points  de 
l'infini,  autrement  dit  des  vecteurs.  Ils  sont  de  la  forme 

La  différence  de  deux  points  de  même  tenseur  (ou  masse)  est 
un  vecteur. 

Si  ijl  et  u!  sont  des  points  unitaires  (de  tenseur  un)  le  produit 
ulu/  représente  la  translation  suivant  la  direction  du  vecteur  ui' —  [X, 
mais  d'une  longueur  double  deu.' —  jjl .  Pijlul' représente  le  vecteur 
perpendiculaire  à  p,' —  a  et  d'une  longueur  égale. 

Si  o  et  o'  sont  deux  droites  unitaires  faisant  entre  elles  un 
angle  Q  et  se  coupant  au  point  ijl,  on  a 

cos8  = — Soo',         jjl  sinG  =  Poo  . 

La  condition  de  perpendicularité  sera  donc 

oo  =  o  ; 
celle  de  parallélisme 

roo  =  o. 

La  distance  du  point  ;jl  à  la  droite  o  sera  exprimée  par  Q;j.o.  de 


—  2f»:t  — 
sorte  que  I  équation  de  la  droite  8  s'écrira 

il').  ')        o. 

Le  point  ;'i  L'infini  d<-  la  droite  8,  c'est-à-dire  le  vecteur  qui  in- 
dique  la  direction  de  cette  droite,  esl  représenté  par  80o. 
Donnons  quelques  formules  utiles  : 

(I)  S/n/n'     — T/nm',       P  mm'         Pm'w,       Dmm'      o,  Qm/n'      o, 

(II)  Smc?  =  o,  Pmrf  =  o,  b  mrf      —  Ddm,       \.im<l    -ildm, 

(III)  Sd</'  =Sd'd,  Pdd'  Pd'd,         Ddd?       o,  Qdtf 

(i)  commutatif  avec  tout  biquaternion,  80/w      — Tm.u. 

(IV)  ildd'd"  =  il(Vdd'.d")  =  ild'dd' 

==_û(P  d'd.d")  =  -n(d'dd"), 

(  V  )     /  dQ  d\  d2  d3       =  dx  il dd2  d3  -h  d% 12  <r/j  <:/é/.i  -4-  d3  il d\  <l \d '. 

(VI)  D(^Pd'd")    =d"Sdd'—d'Sdd", 

(VII)  2D(rfPd'd")  =  Ddd'd"—Ddd'rd', 

(VIII)  Dc/d'd"  =  dSd'd"—d'Sd"d-i-d"Sdd'; 


d'où 


Ddd'd  =  Dd'd'd. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE   DU   7  DÉCEMBRE   1898. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    LECORNU. 


Démissions 


MM.  S.  Mangeot  et  Dennerj  adressent  leurs  démissions  de 
membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Ripert  :  Sur  une  question  posée  par  Ckasles  dans  son 
Aperçu  historique. 

MM.  G.  Humbert,  Bord,  Fontené  et  Bricard  présentent  di- 
verses observations  sur  cette  Communication. 
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M.  Painlevé  :  Sur  ht  théorie  des  transcendantes  uniformes 
engendrées  par  les  équations  différentielles  du  second  ordre. 

M.  Hadamaiid  fait  la  Communication  suivante  : 

Sur  la  généralisation  du  théorème  de  Guldin. 

On  connaît  la  belle  proposition  par  laquelle  M.  Kœnigs  (')  a 
généralisé  le  théorème  classique  de  Guldin  sur  les  volumes  de 
révolution,  et  d'après  laquelle  le  volume  engendré  par  une  por- 
tion de  surface  quelconque,  dans  un  déplacement  quelconque, 
peut  se  représenter  par  le  moment  mutuel  de  deux  systèmes  de 
segments,  dont  l'un,  S,  ne  dépend  que  de  la  forme  de  la  surface 
mobile,  tandis  que  l'autre,  S,  ne  dépend  que  de  la  loi  du  dépla- 
cement et  peut  être  calculé  par  des  quadratures  lorsqu'on  donne, 
pour  chaque  valeur  de  £,  les  composantes  de  la  translation  et  de 
la  rotation  instantanée  sur  trois  axes  invariablement  liés  à  la  sur- 
face en  question. 

M.  Kœnigs  parvient  à  cette  proposition  par  un  calcul  direct, 
en  considérant  successivement  les  cas  où  le  déplacement  instan- 
tané se  réduit  à  une  translation  parallèle  à  chacun  des  axes  de 
coordonnées  ou  à  une  rotation  autour  de  ces  axes,  et  en  com- 
posant ensuite  les  déplacements  ainsi  obtenus. 

On  peut  présenter  le  raisonnement  sous  une  forme  qui  rend 
intuitive  la  forme  du  résultat,  et,  de  plus,  met  en  évidence  la 
signification  géométrique  du  système  de  segments  S. 

Il  suffit,  à  cet  effet,  de  faire  appel  au  théorème  bien  connu  qui 
s'énonce  ainsi  :  Le  travail  élémentaire  d'un  système  de  forces 
agissant  sur  un  solide  invariable  est  égal  au  moment  mutuel  de 
deux  systèmes  de  segments,  dont  l'un  est  constitué  par  les  forces 
agissantes,  tandis  que  l'autre  est  celui  qui  correspond  au  dépla- 
cement instantané. 

On  sait,  d'autre  part,  que  le  travail  d'une  pression  uniforme 
et  normale  p,  exercée  sur  une  surface  qui  se  déplace,  est  mesuré 
par  p  dv,  où  dv  est  l'élément  de  volume  décrit  par  la  surface.  Il 
suffit  de  rapprocher  l'un  de  l'autre  ces  deux  énoncés  pour  arriver 
au  résultat  cherché.  Le  volume  élémentaire  n'étant  autre  que  le 
travail  élémentaire  d'une  pression   uniforme   et  égale   à  l'unité, 

(')  Journal  de  Mathématiques,  Ç*  série,  t.  V,  p.  3ai  vl  suivantes. 
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agissanl  sur  la  surface  mobile,  sera  exprimé  par  le  momcnl  mu 
luel  de  deux  systèmes  <!<■  segments  «  I  «  •  »  «  i  I  un,  £,  correspond  au 
déplacement  élémen  i  ;i  i  re  ■ 

L'autre,  S  (el  c'esl  ce  résultai  que  nous  voulions  obtenir), 
est  /<'  système  résultant  de  segments  normaux  à  la  surface 
mobile  en  ses  différents  points  et  égaux  aux  éléments  de  sur- 
face correspondants. 

r>icn  entendu,  en  écrivanl  les  projections  el  les  moments  de  ce 
système,  <>n  retombe  sur  les  expressions  trouvées  par  M.  Kœnig 
Le  fait,  signalé  ;>u  commencemenl  <!<•  son  Mémoire,  que  le  ré- 
sultat  «loii    ne  dépendre  que  du   contour  de  l;i  surface,  corres- 
pond manifestement  ici  à  celle  proposition  bien  connue  que  des 

pressions    uni  formes,    distribuées   sur    une    surface   fermée,  se 

font  équilibre. 

M.  A.ppell  adresse  la  Note  suivante  : 

Sur  les  équations  de  Lagrange  et  le  principe  d'Hamilton. 

L'attention  des  géomètres  a  déjà  été  attirée  plusieurs  fois  sur 
un  genre  particulier  de  liaisons  qui  ne  peuvent  pas  être  expri- 
mées en  lermes  finis.  Citons,  notamment,  M.  Vierkandt,  M.  Ha- 
damard  {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et 
naturelles  de  Bordeaux,  4e  série,  t.  V).  Les  équations  de  La- 
grange ne  peuvent  pas  être  appliquées,  en  général,  aux  systèmes 
contenant  ce  genre  de  liaisons  :  c'est  ce  que  vient  encore  de. 
montrer  M.  Garvallo  dans  un  Mémoire  présenté  à  1'A.cadémie 
pour  le  concours  du  prix  Fourneyron. 

D'un  autre  côté,  quand  on  établit  les  équations  de  Lagrange 
par  le  principe  d'Hamilton 

(0  o  f(T  +  U)dt  =  o, 

il  semble  que  toutes  les  liaisons  soient  comprises  dans  la  dé- 
monstration. Je  ne  sais  si  l'on  a  indiqué  déjà  comment  ces  liai- 
sons exceptionnelles  se  trouvent  écartées.  D'après  le  principe 
de  d'Alembert,  associé  au  principe  du  travail  virtuel,  on  a 

M8U  —  2  m(  x"  ox  -4-7"  oy  -+-  z"  lz)]  dt  =  o. 
xxvi.  iS 
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On  transforme  le  terme 


/•" 


Ix  dt 


par  l'intégration  par  partie,  et  l'on  a 

./•'  ox  —    /  x'  d  o:r  ; 

on  fait  ensuite 

(3)  d  ox  =  o  dx  =  ox'  dt . 


et  l'équation  (2)  devient,  en  laissant  de  côté  la  partie  intégrée, 

AoU  H-  2m(x'  8a?' H- y  oy'A-z'  8s')]  dt  =  o, 

qui  est  l'équation  (1). 

De  cette  équation  (1)  on  déduit  ensuite  les  équations  de  La- 
grange  en  supposant  que  T  soit  fonction  de  qt,  q2,  .  .  .,  qk-,  q\, 
q\^  .  .  .,  q'k  et  sappuyant  encore  sur  les  relations 

(4)  doql  =  odqu  ..., 

or,  ces  conditions  (3)  et  (4)  sont  incompatibles  dans  le  cas  qui 
nous  occupe.  En  effet,  supposons  le  système  à  deux  degrés  de 
liberté  qK  et  q2,  les  liaisons  étant  indépendantes  de  t.  Alors  on  a, 
pour  un  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons 

ox  =  Aj  8<7i  -+-  A. 2  0  q-i, 


et  pour  le  déplacement  réel 

dx  =  A  ]  dqx-h  A  2  dq  2 . 
Ces  expressions   différentielles    ne   sont    pas   supposées    inté- 


-  207  — 

érables,  sans  c| 1 1 < > î  ./    s'exprimerait  en  ternies  finis  en  yi.  </>-,  ce 
<l  11 1  csi  conl re  I  li  \  p<>i hèse. 
Alors 

.s         /  à  \\    .         dk\   .    \  »  /àA  dXt  , 

,1  o.r  =  (  - —  (hix  h-  •     -  th/o    07,  -h  (  -       dq  1  dq  ■)'"/■ 

-h  A\  (/  ùq  1        \  \d  <</  • . 

•v   ,         /<>A,  5  dAt  t     \    ,  (dA  àA , 

■+-  A,o  <Yy,  h-  A.a8  rf^j . 

Si  l'on  suppose  les  conditions  (4)  remplies,  les  conditions 
ne  le  sont  pas,  caries  termes  en  oy._,  <7y(,  par  exemple,  dans  dox 
ci$dx,  ont  pour  coefficients  les  deux  quantités 

0X2        à  V  1 
^7i        àqi 

qui,  actuellement,  ne  sont  pas  égales. 

M.  Leau  adresse  la  Note  suivante  : 

Extension  d'un  théorème  de  M.  Hadamard  à  l'étude  des  séries  de  Taylor. 

1.   Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 
Si  l'on  pose 

(1)  ?(*)  -  Sa„z», 

(2)  <K«)  =  26„z« 

(3)  /(*)  =  Sfl*6»i», 

/«  fonction  f(z)  ne  peut  pas  avoir  d'autres  points  singu- 
liers que  ceux  dont  les  affixes  sont  le  produit  des  affixes  de 
deux  points  singuliers,  V un  de  <p,  l'autre  de  6. 

On  a  une  généralisation  immédiate  de  cette  propriété  si  l'on 
considère  une  série  de  la  forme  SP(an,  bn,  Cni  ...)«",  P  étant 
un  polynôme  et  les  att,  bn,  cn,  ...  les  coefficients  de  rang  n  d'un 
certain   nombre   de  séries.    En    ne    prenant    qu'une    seule   de    ces 
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dernières,  Sawzn,  od  peut  chercher-  à  remplacer  le  polynôme  I* 
par  une  fonction  entière  de  an.  C'est  là  précisément  l'extension 
que  je  me  suis  proposé  de  faire.  Je  me  suis  d'abord  limité  à  l'él  ude 
de  la  nouvelle  série  sur  le  cercle  de  convergence,  cas  pour  lequel 
j'avais  trouvé,  de  mon  côté,  une  démonstration  du  théorème  de 
M.  Hadamard. 

Mais,  à  la  suite  d'une  Communication  (  '  )  de  M.  Borel  sur  ce 
même  théorème,  faite  à  la  réunion  de  la  Société  mathématique 
du  ()  novembre  dernier,  j'ai  reconnu  que  mes  conclusions  pou- 
vaient s'étendre  facilement  à  une  plus  grande  région  du  plan. 

Voici,  sur  un  cas  particulier,  mais  dans  des  conditions  très 
larges,  le  principe  de  cette  application,  cpii  sera  ultérieurement 
développée. 

2.  Soient  a  et  p  deux  points  singuliers  quelconques,  l'un  de  s. 
l'autre  de  'h. 

On  connaît  la  formule 


(4) 


/<*>  =  îr.  .(♦<•>*(=)?' 


C  est  nu  contour  qui  comprend  l'origine,  3,  et  les  points  ->  et  qui 
laisse  les  points  (3  à  l'extérieur. 

Cela  posé,  désignons  par  ©2(^)1  ^3(^)1  •  •  •  ^es  séries  SaJ-5", 
^a\zn,  .  ...  Nous  remplacerons  successivement,  dans  la  for- 
mule (4),  "K#)  Par  ?(tr);  '?i{x)i  *%s(x)i  •••'  de  sorte  cIuef{z) 
sera  tour  à  tour  <p2(z)i  ®z(z)i  ••••  Dans  ce  but,  formons 
['ensemble  E,  des  valeurs  singulières  a,  l'ensemble  E2  de  leurs 
produits  deux  à  deux,  celui  E3  de  leurs  produits  trois  à  trois,  ...  ; 
enfin  l'ensemble  C,  qui  les  comprend  tous.   Le  contour  C  sera 

assujetti  à  rester  compris  entre  les  y  et  les  ^>  les  y  étant  les 

1 
points  de  C.   Pour  plus  de  précision,  je  suppose  que  les  points  de 

l'ensemble  E  et  aussi  ceux  de  C  sont  isolés. 

3.  Soit  une  aire  A  quelconque,  à  contour  simple,  contenant 
l'origine,  et  laissant  les  points  y  à  l'extérieur;   toutes  les  aires 

('  )  Je  me  réfère  à  cette  Communication.    Voir  ci-dessus,  |>. 
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seront    dans   les   même  8  eonditions.   I/aiie   totale   -l,    ainsi   eonsti- 

tuée,  est  d'un  seul  tenant.  Toute  aire  B  intérieure  i  A,  donne 

naissance  à  une.  aire  il!»  intérieure  à  -l  • 

Supposons  que  le  module  d'une  fonction  ty(z)  ne  dépasse  pas  M 

quand  z  est  à  L'intérieur  du  ik    certaine  aire    l   on  su  i  son  contour* 

Si  z  reste  à  l'intérieur  de  n!>,  -    restera  à  distance  finie  et  ne  pas- 

sera  pas  par  les  points  singuliers  <le  çp,  mais  il  pourra  en  être  voi- 
sin. En  posant 

a 

on  a 

z  a 
a  =  (V —  x)  -  • 

X  X 

Si  le  contour  de  Dl>  est  rapproché  de  celui  de  Xy  il  pourra  \ 
avoir  des  valeurs  a  pour  lesquelles  \z' —  x\  soit  petit.  Supposons 
qu'il  existe  un  membre  m  tel  que  pour  chaque  point  a 

(z  —  a)wç  (2) 

tende  uniformément  vers  zéro  quand  z  tend  vers  a.  Alors,  0 
étant  la  plus  courte  distance  des  'contours  de  X  et  de  Ui>,  et  M,  le 
maximum  du  module  de  f(z),  quand  z  est  sur  i)i>  ou  à  son  inté- 
rieur, la  formule  (4)  montre  qu'on  peut  trouver  une  constante  P, 
valable  aussi  pour  des  aires  voisines  de  X,  et  telle  que  l'on  ait 

M,<p|i. 

A.  Partant  d'une  aire  telle  que  X,  nous  pouvons  en  construire 
successivement  d'autres,  intérieures  aux  précédentes,  de  manière 
que  la  plus  courte  distance  de  deux  contours  voisins  soit  donnée, 
par  exemple,  par  les  termes  de  la  série 


h        h  h 

—  »     —  j     •  •  •>     — . 


(«>!). 


Elles  pourront  ainsi  contenir  toutes  une  aire  X'  différant  de  -l 
d'aussi  peu  que  l'on  veut.  On  aura  des  limites  des  modules  des 
xxvi.  18. 
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fonctions  fh(^)  à  l'intérieur  de  X'.  D'où  l'on  conclut  facilement 
la  propriété  suivante  : 

Si  g(t)  est  une  fonction  entière  d'ordre  inférieur  à  —  »  la 

série  ^(z)  =  ^g{a„)z"  n'a  pas  d'autres  points  singuliers  que 
ceux  de  C,  sous  les  conditions  énoncées. 

J'ajoute  que,  dans  une  région  où  cd (s)  est  uniforme,  il  en  est 
de  même  de  ^(s). 

Le  même  procédé  permet  d'étudier  Je  cas  où,  pour  certains 
points  a,  (s  —  a)"lz>(z)  ne  tendrait  pas  vers  zéro. 

Enfin,  on  voit  deux  généralisations  immédiates  : 

i°  X,,  Ao,  ...,  X/2,  ...  étant  certaines  constantes,  on  peut 
substituer  aux  séries  Sa^^w  les  séries  H\n  a^z",  ce  qui  modifie 
les  points  singuliers  y. 

2°  On  peut  associer  à  la  fonction  ^{z)  d'autres  fonctions 
^la'nzn,  Ha'^z",  .  .  .,  de  manière  à  les  employer  simultanément 
à  la  formation  des  nouvelles  séries  par  l'application  répétée  de  Ja 
méthode  de  M.  Hadamard. 


SÉANCE  DU  21  DÉCEMBRE  1898. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    LECORNU. 


Elections 


Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M.  Ferber, 
présenté  par  MM.  Laisant  et  Lémeray^  M.  C.  Naud,  présenté  par 
MM.  Appell  et  Laisant;  M.  E.  Lindelof,  présenté  par  MM.  Pain- 
levé  et  Borel;  M.  Le  Roy,  présenté  par  MM.  Blutel  et  Borel. 

Communications  : 

M.  Borel  :  Sur  les  séries  entières  à  rayon  de  convergence 
nul. 

M.  Le  Roy  :  Sur  le  prolongement  analytique  des  fonctions. 

M.  Humbert  :  Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions 
abéliennes  et  la  transformation  univoque  des  surfaces  hyperel- 
liptiques  en  elles-mêmes. 
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M .  Luswt  rail  la  Communication  suivante 

Coordonnées  polaires  symétriques. 

L'emploi  des  coordonnées  polaires,  si  avantagem  dans  un  grand 
nombre  de  questions,  esi  ;'i  peu  près  nul  lorsqu'il  s'agil  de  la  (  îéo- 
métrie  de  l'espace.  Cela  lient,  je  le  crois,  à  l'introduction  des 
deux   angles  (longitude  et  latitude)  qui    interviennent  dans  le 

calcul  sans  aucune  symétrie. 

11  semble  qu'on  remédierail  à  cel  inconvénient,  en  introduisant, 
comme  coordonnées  angulaires  d'un  point  M,  les  cosinus  direc- 
teurs a,  p,  y  des  trois  angles  que  forme  la  direction  ()\1  joignanl 
l'origine  au  point  M,  avec  les  trois  axes  coordonnés.  La  quatrième 
coordonnée  serait  le  rayon  vecteur  OM  =  /■;  et  on  aurait  l;i  con- 
dition a-  -f-  p2  4-  y2  =  i . 

On  peut  dire  qu'au  fond  ce  ne  serait  jamais,  avec  une  écriture 
différente,  qu'un  système  de  coordonnées  rectangulaires;  mais  il 
est  tout  aussi  vrai  qu'une  équation  polaire  dans  le  plan  /(r,  0)  =  o 

n'est  autre  que  /(  \/œ2  -hy2,  arc  tang  —  J  =  o.  En   ces  matières, 

c'est  justement  le  mode  d'écriture  qui  importe. 
Les  formules  de  transformation  sont  ici 

r  =  ^x--i-  f--r-  z'1.  a  —  - — ■ t    . . .,  a?  =  ar,  y  =  $r,  r  =  •;/-. 

\/ x'z  -\-  y1  -i-  zt 

Dans  ce  système  de  coordonnées,  on  a  pour  l'équation  générale 
d'un  plan 

d 

-  =aa+y|j-i-cy; 

si  cl  =  o,  le  plan  passe  par  l'origine. 

L'équation  d'une  sphère  passant  par  l'origine  est 

r  =  ace  -f-  6B  -+-  cy. 

L'équation  /(a,  [3,  y)  =  o  représente  un  cône  avant  son  sommet 
à  l'origine. 

Une  surface  quelconque  est  représentée  par  l'équation 

(i)  /(r,  a.  p,  y)  =  o. 

On  trouve  facilement  que  les  paramètres  directeurs  de  la  normale 
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en  un  point  de  la  surface  sont  exprimés  par 

en  posant  <p  =  a/.  +  (3/p  +  y/y  . 

On  vérifie,  d'après  ces  valeurs,  que  l'équation  fr=.o  repré- 
sente une  surface  passant  par  la  courbe  de  contact  du  cône  cir- 
conscrit ayant  son  sommet  à  l'origine. 

La  faculté  d'introduire  à  volonté  le  facteur  a24-fr  +  y2  =  i ,  à 
une  puissance  quelconque,  permet  de  rendre  l'équation  (i)  homo- 
gène et  de  lui  donner  un  degré  quelconque  si  elle  est  algébrique. 
En  supposant,  par  exemple,  qu'on  ait  choisi  le  degré  o,  les  para- 
mètres directeurs  de  la  normale  deviennent  v.r f'r  -\-fi, 

Deux  équations  fK  (r,  a,  (3,  y)  =  o,  f2  (7-,  a,  (3,  y)  =  o  étant 
données,  l'équation  F(a,  (3,  y)  =  o  qu'on  aura  en  éliminant  r 
représentera  le  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine  et  passant  par 
l'intersection  des  deux  surfaces. 

Si  dans  l'équation  (1)  on  remplace  r  par  r  -f-  l,  la  nouvelle 
équation  f  (r  -f-  /,  a,  (3,  y)  représentera  une  surface  conchoïdale 
de  la  première. 

Si  7*0,  a0,  (30,  y0  sont  des  valeurs  fixes  données,  l'équation 

/(r0,  a,  (3,  y)  =  0 

représente  un  cône  ajant  son  sommet  à  l'origine  et  passant  par 
l'intersection  de  la  surface  avec  la  sphère  de  centre  O  et  de 
rayon  7^0  ;  l'équation 

fin  «o,  p,  t)  =  o 

représente  une  surface  passant  par  l'intersection  de  la  surface 
avec  un  cône  de  révolution  de  sommet  O,  ayant  Ox  pour  axe  et 
un  angle  d'ouverture  2arccosa0. 

Je  me  borne  ici  à  ces  indications  très  sommaires,  en  pensant 
que  quelqu'un  pourra  peut-être  en  tirer  profit  dans  certaines  ap- 
plications. 

FIN    DU    TOME    XXVI. 


Erratum  :  Tome  XXVI,  page  186,  6*  ligne,  au  lieu  de  (A,  B),  lire  (B,  A). 
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